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Resumen. En esta nota estudiamos la estructura del espacio vectorial de soluciones de una

ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes.

1. Operadores lineales y ecuaciones

En un buen número de textos de ecuaciones diferenciales, inclúıdo el texto de los autores de

esta nota [1], se justifica intuitivamente el que se requieran n soluciones independientes para

generar la solución general de una ecuación lineal de orden n. Asimismo, la forma expĺıcita de

las soluciones se proporciona a priori sin mucha motivación acerca del camino que condujo a su

elección, de manera que podŕıa pensarse que son producto de un chispazo de inspiración divina.

La razón formal no es enteramente trivial y requiere de la utilización de algunos resultados

para operadores lineales en espacios vectoriales. A continuación justificamos formalmente estos

hechos, suponiendo de antemano que el estudiante posee conocimientos mı́nimos de álgebra

lineal y, evidentemente, de ecuaciones diferenciales.

Tomemos una ecuación diferencial lineal del tipo

(1.1) anx
(n) + an−1x

(n−1) + · · ·+ a1ẋ+ a0x = b,

con ai ∈ R para toda i y an 6= 0. Recordemos que la solución general x está dada por

x(t) = xh(t) + xp(t),

en donde xp es cualquier solución particular de (1.1) y xh es la solución general de la ecuación

homogénea asociada, dada por

anx
(n) + an−1x

(n−1) + · · ·+ a1ẋ+ a0x = 0.

De acuerdo a lo anterior podemos dividir el proceso para encontrar la solución de la ecuación

(1.1) en dos pasos: primero se resuelve la ecuación homogénea asociada y después se encuentra

una solución particular de la ecuación original. Como an 6= 0, la ecuación puede dividirse entre

an a manera de que el coeficiente de x(n) sea igual a la unidad. Por esta razón, sin pérdida de

generalidad, para encontrar xh podemos asumir que la ecuación homogénea asociada es de la

forma

(1.2) x(n) + an−1x
(n−1) + · · ·+ a1ẋ+ a0x = 0.

Una pregunta natural es ¿en qué espacio viven las soluciones de estas ecuaciones? Obser-

vemos que si xh es solución de (1.2); entonces, debe cumplirse que xh es una función con n
1
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derivadas continuas lo cual se denota como sigue1:

xh ∈ Cn(R,R).

Más aún, como xh satisface (1.2) se cumple

x(n) = −an−1x
(n−1) − · · · − a1ẋ− a0x.

Por lo tanto, al derivar esta expresión se obtiene:

x(n+1) = −an−1x
(n) − · · · − a1ẍ− a0ẋ.

Dado que el lado derecho de la igualdad anterior está bien definido, concluimos que

xh ∈ Cn+1(R,R);

es decir, si xh tiene n derivadas continuas, entonces tendrá n + 1 derivadas continuas. Por

inducción, se concluye que xh es infinitamente diferenciable lo cual denotamos por:

xh ∈ C∞(R,R).

De lo anterior concluimos que las soluciones de (1.2) son elementos de C∞(R,R) que es el

espacio vectorial (que tiene como campo escalar a R) de funciones

x : R→ R

infinitamente diferenciables.

El codominio de las funciones de clase C∞ puede extenderse a los números complejos sin

problema, como se describe a continuación. Pensemos en que2

x(t) = a(t) + ib(t)

en donde a y b son funciones reales infinitamente diferenciables. Aśı, puede definirse la derivada

de x como

ẋ(t) = ȧ(t) + iḃ(t)

de manera que la función

x : R→ C

también es infinitamente diferenciable como función sobre los números complejos. Sea C∞(R,C)

el conjunto de dichas funciones. Claramente, C∞(R,C) tiene estrucutra de espacio vectorial

con el campo de escalares igual a C.

En este espacio vectorial definimos una función lineal, u operador lineal

D : C∞(R,C)→ C∞(R,C)

dado por

D(x) = ẋ.

1En particular si n = 0, se tiene que C0(R,R) se refiere al conjunto de funciones continuas.
2Recordemos que i ≡

√
−1. Lo que se hace es extender el campo de escalares de R a C.
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Este operador se denomina, por razones obvias, operador diferencial. Podemos componer a

D consigo mismo para obtener el operador

Dn(x) := x(n).

En particular, si n = 0 se tiene que D0 = I en donde

I : C∞(R,C)→ C∞(R,C)

es el operador identidad I(x) = x. En términos de combinaciones lineales de estos operadores,

la ecuación (1.2) puede expresarse alternativamente como

(Dn + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D + a0I)(x) = 0,

en donde el operador Dn + an−1D
n−1 + · · · + a1D + a0I es lineal puesto que es combinación

lineal de operadores lineales.

Recordemos que si V y W son espacios vectoriales, a cada operador lineal

F : V → W

se le asocian los siguientes subespacios vectoriales de C∞(R,C):

kerF = {x ∈ V | F (x) = 0} ⊂ V,

ImF = {y ∈ W | F (x) = y para alguna x ∈ V } ⊂ W,

llamados el kernel (o núcleo) del operador y la imagen del operador, respectivamente.

Notemos que, de esta forma, xh es solución de (1.2) si y sólo si se cumple

(1.3) xh ∈ ker(Dn + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D + a0I).

En otras palabras, las soluciones de (1.2) forman un subespacio vectorial que es, concretamente,

el kernel de cierto operador diferencial. Lo que queremos ahora es encontrar la dimensión de

este espacio y proporcionar una base para generar todas las soluciones.

Dado cualquier espacio vectorial V , no necesariamente de dimensión finita, se cumple el

siguiente resultado que será fundamental para todo lo que sigue.

Lema 1.1. Sea V un espacio vectorial cualquiera. Si F,G : V → V son dos operadores lineales

tales que kerF ⊂ ImG y dim kerF = m, dim kerG = n; entonces, dim kerFG = m+ n.

Demostración. Sean {v1, . . . , vm}, {w1, . . . , wn}, respectivamente, bases3 de kerF y kerG. Dado

v ∈ kerFG se cumple FG(v) = 0 con lo cual G(v) ∈ kerF . Por lo tanto existen escalares ai,

i = 1, . . . ,m tales que

G(v) =
m∑
i=1

aivi.

3Observemos que el conjunto {v1, . . . , vm, w1, . . . , wn} no necesariamente es linealmente independiente.



4 LOMELÍ, RUMBOS

Como kerF ⊂ ImG , existen v̂i ∈ V tales que G(v̂i) = vi, con lo cual se cumple

G

(
v −

m∑
i=1

aiv̂i

)
= 0

o, equivalentemente,

v −
m∑
i=1

aiv̂i ∈ kerG.

Por lo tanto, existen escalares bj tales que

v −
m∑
i=1

aiv̂i =
n∑
i=1

bjwj

de manera que

v =
n∑
i=1

bjwj +
m∑
i=1

aiv̂i.

Es inmediato verificar que tanto los elementos wj como los v̂i pertenecen a kerFG con lo

cual, dado que las consideraciones anteriores muestran que cualquier elemento de kerFG puede

expresarse como combinación lineal de estos m + n vectores, se cumple que dim(kerFG) ≤
m+ n.

Para finalizar la demostración debemos argumentar que el conjunto de generadores

{v̂1, . . . , v̂m, w1, . . . , wn}

es linealmente independiente. En efecto, dados escalares c1, . . . , cm y d1, . . . , dn tales que

(1.4)
m∑
i=1

civ̂i +
n∑
i=1

djwj = 0,

utilizando el hecho de que los wi pertenecen a kerG, se tendŕıa:

G

(
m∑
i=1

civ̂i +
n∑
i=1

djwj

)
=

m∑
i=1

civi +
n∑
i=1

djG(wj) =

m∑
i=1

civi = 0.

Como los vi forman una base de kerF debe cumplirse que ci = 0 para toda i. Entonces, la

expresión (1.4) se reescribe como
n∑
i=1

djwj = 0.

Ahora bien, como los vectores wj forman una base de kerF entonces todos los escalares dj
también son nulos y de este modo concluimos que el conjunto {v̂1, . . . , v̂m, w1, . . . , wn} es li-

nealmente independiente.
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Como este conjunto de m+n vectores es generador de kerFG y es linealmente independiente

se concluye que es una base de dicho subespacio y por lo tanto se obtiene que

dim (kerFG) = m+ n,

concluyendo la demostración. �

Nota 1.2. Los escalares del lema anterior no se especifican de antemano. El resultado se aplica,

en particular, para el caso en que los escalares sean elementos de R o C.

Los siguientes corolarios son consecuencia inmediata del lema anterior.

Corolario 1.3. Sea V un espacio vectorial cualquiera. Si F,G : V → V son dos operado-

res lineales tales que G es suprayectivo (sobre) y dim kerF = m, dim kerG = n; entonces,

dim kerFG = m+ n.

Corolario 1.4. Sean F1, . . . , F` : V → V ` operadores lineales suprayectivos con dim kerFi =

ni. Entonces la composición F1 ◦ · · · ◦ F` es un operador lineal suprayectivo y

dim ker (F1 ◦ · · · ◦ F`) = n1 + · · ·+ n`.

Como veremos a continuacin, para estudiar las ecuaciones lineales que nos ocupan, conviene

escribir a los operadores lineales como composición de operadores simples.

2. Factorizando el operador

Dada la ecuación (1.2), consideramos el polinomio caracteŕıstico asociado dado por

(2.1) p(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0.

Una consecuencia del teorema fundamental del álgebra es que este polinomio puede factorizarse

sobre los números complejos en términos de polinomios lineales; es decir, existen números

complejos r1, . . . , rn ∈ C tales que

(2.2) p(z) = (z − r1)(z − r2) · · · (z − rn).

En este caso r1, . . . , rn son las ráıces del polinomio p(z), no necesariamente distintas. Igualando

(2.1) con (2.2) puede obtenerse la conocida relación entre coeficientes y ráıces dada por:
n∑
i=1

ri = −an−1,(∑
i<j

rirj

)
= an−2,∑

i<j<k

rirjrk = −an−3,

...

r1r2 · · · rn = (−1)na0.
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Para cada i = 1, . . . , n, tenemos los siguientes operadores diferenciales sobre C∞(R,C)

D − riI.

Obsérvese que dada x ∈ C∞ se tiene

(D − rnI)(D − rn−1I) · · · (D − r1I)(x)

= x(n) −

(
n∑
i=1

ri

)
x(n−1) +

(∑
i<j

rirj

)
x(n−2) + · · ·+ (−1)n (r1r2 · · · rn)x

= x(n) + an−1x
(n−1) + · · ·+ a1ẋ+ a0x

= (Dn + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D + a0I)(x).

En otras palabras, en analoǵıa con el polinomio caracteŕıstico, hemos factorizado al operador

diferencial que determina a la ecuación homogénea (1.2) como composición de operadores

lineales; es decir,

Dn + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D + a0I = (D − rnI)(D − rn−1I) · · · (D − r1I).

En general, podemos definir un operador diferencial lineal como sigue:

p(D) = Dn + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D + a0I,

de manera que la ecuación (1.2) se expresa simplemente como

p(D)(x) = 0.

Como vimos anteriormente, las soluciones a esta ecuación consisten en el kernel del operador

p(D), que por lo pronto (tomando en cuenta que las ráıces pueden ser complejas), es un

subespacio vectorial de C∞(R,C).

La factorización anterior, ya sea del polinomio o del operador, puede tomar en cuenta la

existencia de ráıces múltiples de manera que, en el caso general, existen r1, . . . , rm ∈ C números

complejos distintos, en donde m ≤ n, y k1, . . . , km ∈ N que cumplen
m∑
j=1

kj = n,

y tales que (2.1) se factoriza como

p(z) = (z − r1)k1(z − r2)k2 · · · (z − rm)km .

Similarmente,

p(D) = (D − r1I)k1(D − r2I)k2 · · · (D − rmI)km .

A continuación se demostrará que el subespacio de C∞(R,C),

ker p(D) = ker(D − r1I)k1(D − r2I)k2 · · · (D − rmI)km

tiene dimensión n, de manera que para resolver la ecuación (1.2) se requerirá de una base para

este espacio de soluciones, es decir de n soluciones linealmente independientes.
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Lema 2.1. Dado cualquier escalar r ∈ C, el operador lineal L = (D − rI)k es suprayectivo y

dim (kerL) = k.

Demostración. Procedemos por inducción sobre k. Sea k = 1, tenemos que ker(L) consiste de

las xh(t) que son soluciones de la ecuación

(2.3) ẋh − rxh = 0.

Notemos que multiplicando (2.3) por e−r t se sigue:

d

dt

(
e−r txh(t)

)
= 0.

Por lo tanto, existe un número A ∈ C, tal que e−r txh(t) ≡ A y

xh(t) = Aert;

es decir, {ert} es una base del espacio de soluciones − o bien de kerL− y éste es de dimensión

uno.

Para probar que L es suprayectivo sea y ∈ C∞(R,C) cualquier función en el codominio del

operador. Tenemos que encontrar una función xp ∈ C∞(R,C) en el dominio tal que se cumpla:

(D − rI)xp = y,

equivalentemente, que sea solución de la ecuación

(2.4) ẋp − rxp = y.

Al igual que hicimos arriba, al multiplicar por el factor e−r t se obtiene,

d

dt

(
e−r txp(t)

)
= e−r ty

De manera que, integrando, se obtiene:

(2.5) xp(t) = er t
∫ t

0

e−r s y(s) ds.

Supongamos que el resultado es válido para k−1 de manera que dim ker(D−rI)k−1 = k−1.

Tomemos L = (D − rI)k. Ahora bien,

L = (D − rI)k−1(D − rI),

aśı que definiendo

F = (D − rI)k−1,

G = D − rI,

tenemos que se cumplen los supuestos de (1.3) y por lo tanto

dim kerL = (k − 1) + 1 = k.

Finalmente, es trivial verificar que la composición de operadores suprayectivos también es

suprayectiva con lo cual concluimos la demostración. �
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Nota 2.2. La notación utilizada de xh y xp para los elementos de kerL y de la imagen inversa

L−1(y) no son casuales; simplemente son consistentes con la notación usual de sistemas lineales

en referencia a las soluciones de la ecuación homogénea y a soluciones particulares.

Nota 2.3. Las demostraciones de (1.3) y (2.1), nos proporcionan una forma expĺıcita de cons-

truir una base para ker(D − rI)k, veamos. Sean

F = D − rI,

G = D − rI,

de manera que k = 2. En este caso, como vimos en (2.1), las bases para kerF y kerG están

generadas por {ert}. Ahora bien, de acuerdo a (1.3) la base de kerFG tiene dimensión 2 y se

construye tomando {ert} y agregándole un elemento de la imagen inversa G−1(ert); es decir,

se busca una función x tal que

G(x) = ert

o bien que resuelva la ecuación

(D − rI)x = ẋ− rx = ert.

Esta solución la obtenemos mediante (2.5) poniendo y(s) = ers de manera que

x(t) = tert.

De esta forma se tiene que kerFG está generado por el conjunto {ert, tert}. Para el caso k = 3

tomamos

F = (D − rI)2,

G = D − rI,

Sabemos que una base de kerF es {ert, tert} y una base de kerG es {ert}. Aśı, la base de kerFG

se conforma por {ert} y dos elementos más, digamos {x, y}. El primero satisface G(x) = ert y

el segundo G(y) = tert, es decir, son preimágenes de los elementos de la base de kerF . Éstos

se encuentran resolviendo

(D − rI)x = ẋ− rx = ert,

(D − rI)y = ẏ − ry = tert,

cuya solución se obtiene mediante (2.5) como

x(t) = tert,

y(t) = t2ert.

Se tiene aśı que la base de kerFG está dada por {ert, tert, t2ert}. Siguiendo este mismo proce-

dimiento en forma recursiva puede concluirse que una base para ker(D − rI)k está dada por

el conjunto de funciones:

{ert, tert, . . . , tk−1ert}.
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Proposición 2.4. Con la misma notación dada arriba se cumple que si

p(D) = (D − r1I)k1(D − r2I)k2 · · · (D − rmI)km ,

entonces,

dim ker p(D) = dim ker(D − r1I)k1(D − r2I)k2 · · · (D − rmI)km = n

Demostración. La demostración es trivial, pues de acuerdo a los comentarios anteriores pode-

mos dar expĺıcitamente una base con
m∑
i=1

ki = n elementos como

m⋃
i=1

{erit, terit, . . . , tki−1erit}.

�

La demostración del siguiente corolario es ahora inmediata:

Corolario 2.5. Si r1, . . . , rn ∈ C son todas las ráıces complejas (no necesariamente distintas)

de p(z), entonces,

dim ker p(D) = dim ker(D − r1I) · · · (D − rnI) = n.

De acuerdo a lo anterior tenemos que el subespacio de soluciones de la ecuación lineal

homogénea (1.2) es de dimensión n. Ésta es la razón por la cual es suficiente encontrar n solu-

ciones linealmente independientes para expresar la solución general. Asimismo, se mostró cómo

construir la base del espacio de soluciones. Sabemos que para cada ráız ri del polinomio carac-

teŕıstico la función erit es una solución, en particular, si no hay ráıces repetidas las n soluciones

independientes están generadas por

{er1t, . . . , ernt}.

El caso general es un poco más complicado pero lo podemos ilustrar con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.6. Dada la ecuación

(2.6)
....
x − 2

...
x + 2ẋ− 1 = 0,

ésta se reescribe como

(D4 − 2D3 + 2D − I)(x) = (D + I)(D − I)3(x) = 0.

Se tiene que

ker(D + I) = {x ∈ C∞(R,C) | (D + I)(x) = ẋ+ x = 0}.
Cuyos elementos son de la forma

x(t) = Ae−t,

o bien, {e−t} es una base de ker(D + I). Asimismo,

ker(D − I)3 = {x ∈ C∞(R,C) | (D − I)3(x) =
...
x − 3ẍ+ 3ẋ− x = 0}.
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De acuerdo al comentario 2.3, una base para ker(D − I)3 es de dimensión 3 y está dada por

{et, tet, t2et}.

De lo anterior, tenemos que una base para ker(D + I)(D − I)3 es el conjunto

{e−t, et, tet, t2et}

que genera al espacio de soluciones de la ecuación (2.6); es decir, la solución general de (2.6)

está dada por

xh(t) = Ae−t +Bet + Ctet +Dt2et,

en donde A,B,C,D son constantes (en C) que se determinan a partir de las condiciones

iniciales.

Ejemplo 2.7. Dada la ecuación

(2.7) ẍ+ x = 0,

ésta se reescribe como

(D2 + I)x = (D + iI)(D − iI)x = 0.

En este caso ker(D − iI) está generado por {eit} y ker(D + iI) por {e−it}. Entonces, las

soluciones a la ecuación (2.7) están generadas por {eit, e−it}, o bien son de la forma

x(t) = Aeit +Be−it.

Cabe señalar que lo que se ha demostrado hasta el momento es el caso complejo y como

se ilustró en los ejemplos anteriores, las soluciones viven en el espacio C∞(R,C). La pregunta

natural es, si existe una base para el espacio de soluciones con funciones reales de manera que

las soluciones pertenezcan a C∞(R,R). La respuesta es positiva como veremos en la sección 3.

3. El caso real

Los operadores lineales que hemos considerado hasta ahora son operadores diferenciales

lineales del tipo

p(D) : C∞(R,C)→ C∞(R,C),

en donde p(D) es un “polinomio” que se factoriza como producto de operadores (factores)

lineales del tipo (D − αI) con α ∈ C. El kernel de estos operadores coincide con el espacio de

soluciones de las ecuaciones diferenciales

(3.1) p(D)x = 0.

Ahora bien, hasta el momento hemos demostrado que dicho kernel tiene la misma dimensión

que el grado del polinomio caracteŕıstico y también se construyó una base para el espacio

de soluciones cuyos elementos son funciones en C∞(R,C). Aśı, si el polinomio es de grado n,

existirá una base

{z1(t), . . . , zn(t)},
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en donde zk(t) = αk(t) + iβk(t) ∈ C∞(R,C), k = 1, . . . , n.

Lema 3.1. Sea U ⊂ C∞(R,C) un subespacio de dimensión 2k cuya base es de la forma

(3.2) B = {z1, . . . , zk,z̄1,...,z̄k}.

Entonces, el conjunto

(3.3) B̂ = {Re z1, . . . ,Re zk, Im z1, . . . , Im zk}

es también una base de U .

Demostración. Dado que las funciones zi y z̄i son linealmente independientes (i = 1, . . . , k)

y recordando que el campo escalar es C, debe tenerse que Re zi, Im zi 6= 0. Claramente los

conjuntos B y B̂ generan el mismo subespacio aśı que como dimU = 2k, necesariamente B̂ es

una base de U . �

Nota 3.2. Observemos que zi, z̄i ∈ C∞(R,C). Sin embargo, Re zi, Im zi ∈ C∞(R,R). Aśı, en

el caso del ejemplo 2.7 la base {eit, e−it} puede sustituirse por el conjunto de funciones reales

{sin t, cos t}. Como es bien sabido, si un polinomio p(z) tiene coeficientes reales, entonces r ∈ C
es una raiz si y sólo si r̄ también lo es. De esta forma, de acuerdo a la proposición (2.4) si r y

r̄ tienen multiplicidad k, el conjunto

{ert, tert, . . . , tk−1ert, er̄t, ter̄t, . . . , tk−1er̄t}

–que sabemos puede completarse a una base de ker p(D)– puede sustituirse por el siguiente

conjunto de funciones reales4:

{e(Re r)t cos((Im r)t), e(Re r)tt cos((Im r)t), . . . , e(Re r)ttk−1 cos((Im r)t),

e(Re r)t sin((Im r)t), e(Re r)tt sin((Im r)t), . . . , e(Re r)ttk−1 sin((Im r)t)}.

Proposición 3.3. El kernel del operador diferencial

p(D) = Dn + an−1D
n−1 + · · ·+ a1D + a0I

restringido al espacio vectorial real C∞(R,R) tiene dimensión n, como espacio vectorial con

escalares en R.

4Simplemente hay que notar que

ert = e(Re r)tei(Im r)t = e(Re r)t(cos((Im r)t) + i sin((Im r)t),

de manera que

Re ert = e(Re r)t(cos((Im r)t)),

Im ert = e(Re r)t sin((Im r)t)).
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Demostración. Ahora tenemos

p(D) : C∞(R,R)→ C∞(R,R).

Sea x(t) ∈ ker p(D). El lema 3.1 y las observaciones posteriores nos dicen que existen

y1(t), . . . , yn(t) ∈ C∞(R,R)

y

A1, . . . , An ∈ C

tales que

x(t) =
n∑
i=1

Aiyi(t) =
n∑
i=1

(ReAi + i ImAi)yi(t)

=
n∑
i=1

(ReAi)yi(t) + i
n∑
i=1

(ImAi)yi(t).

Como x ∈ C∞(R,R) debe cumplirse

n∑
i=1

(ImAi)yi(t) = 0

y por lo tanto

x(t) =
n∑
i=1

(ReAi)yi(t).

Tenemos aśı que {y1(t), . . . , yn(t)} es un conjunto generador de ker p(D). Dado que este con-

junto es linealmente independiente en C∞(R,C), también lo será en C∞(R,R) de manera que

forma una base para ker p(D) que por lo tanto es un subespacio de dimensión n. �

4. Un método alternativo

Los corolarios 1.3 y 1.4 pueden utilizarse directamente para el caso en el que sólo se conside-

ren funciones en C∞(R,R). Esto es, podŕıan estudiarse las ecuaciones sin necesidad de utilizar

números complejos. Esto es una alternativa que nos puede dar un punto de vista diferente.

Consideremos operadores lineales F : C∞(R,R) → C∞(R,R), con coeficientes constantes.

Como hemos visto, dichos operadores tienen que ser de la forma p(D), en donde p(z) es un

polinomio con coeficientes reales. Recordemos que R no es un campo algebraicamente cerrado

de manera que las ráıces de un polinomio p(z) con coeficientes reales no necesariamente son

reales. En particular, esto nos lleva a que los polinomios irreducibles con coeficientes reales no

son necesariamente lineales. Sin embargo, es bien sabido que cualquier polinomio mónico con

coeficientes reales puede factorizarse como un producto

p(z) = (z − r1) · · · (z − r`)q1(z) · · · qm(z),
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en donde r1, . . . , r` son números reales −no necesariamente distintos− y q1(z), . . . , qm(z) son

polinomios mónicos de irreducibles de grado dos. Esto es, cada polinomio qi es de la forma

qi(z) = z2 + bi z + ci,

en donde bi, ci son números reales que satisfacen: b2
i < 4ci.

Lema 4.1. Sea q(z) = (z − α)2 + β2 y el operador asociado

q(D) = (D − α I)2 + β2 I,

de manera que

q(D + αI) = D2 + β2 I.

Entonces, para toda w ∈ C∞(R,R) se cumple

eαtq(D + αI)(w) = q(D)(eαtw).

Demostración. Basta hacer el siguiente cálculo.

q(D)(eαtw) =
[
(D − α I)2 + β2 I

]
(eαtw) =

eαt
(
ẅ + 2αẇ − 2αẇ + 2α2w − 2α2w + β2w

)
=

eαt
(
ẅ + β2w

)
=

eαt
(
D2 + β2 I

)
(w) = eαtq(D + αI)(w).

�

El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 4.2. w ∈ ker q(D + αI) si y sólo si eαtw ∈ ker q(D).

Lema 4.3. Sean b, c ∈ R tales que b2 < 4c. Sea q(D) : C∞(R,R) → C∞(R,R) el operador

lineal dado por q(D) = D2 + bD + c I. Entonces, q(D) es suprayectivo y dim (ker q(D)) = 2.

Demostración. Sea q(z) = z2 + b z + c. Dado que q es irreducible sólo tiene ráıces complejas.

Esto es, existen números reales α y β tales que β 6= 0 y q(α±β i) = 0. Por tanto, el polinomio

puede escribirse como

q(z) = (z − (α + β i))(z − (α− β i)) = (z − α)2 + β2

y tenemos que q(D) = (D − αI)2 + β2I.

Tomemos w(t) ∈ ker(q(D + αI)), de manera que se cumpla

ẅ + β2w = 0.

Sean

u(t) = (cos βt)w − 1

β
(sin βt)ẇ,(4.1)

v(t) = β(sin βt)w + (cos βt)ẇ.



14 LOMELÍ, RUMBOS

Derivando y simplificando, obtenemos que u̇ ≡ 0 y v̇ ≡ 0. Por lo tanto, existen constantes C1

y C2 en R tales que

(cos βt)w − 1

β
(sin βt)ẇ = C1,

β(sin βt)w + (cos βt)ẇ = C2.

Resolviendo, obtenemos que

w(t) = C1 cos βt+ C2 sin βt.

El lema 4.1 implica que los elementos de ker q(D) son de la forma

xh(t) = eαtw(t) =eαt (C1 cos βt+ C2 sin βt) .

De este modo, concluimos que el conjunto {eαt cos(βt), eαt sin(βt)} es una base de ker(q(D)).

Para demostrar la suprayectividad, tomemos y ∈ C∞(R,R). En base a y definimos

(4.2) xp(t) =
1

β
eαt
∫ t

0

e−αs sin β(t− s) y(s) ds.

Puede verificarse directamente que xp satisface q(D)(xp) = y.

La idea heuŕısitca detrás de esta expresión para xp(t) es la siguiente. Queremos encontrar

una solución particular xp. Sea w(t) = e−α txp(t). Definamos funciones u(t) y v(t) como en

(4.1). Al derivar y simplificar se obtiene que

u̇ = − 1

β
(sin βt)

(
e−α ty(t)

)
,

v̇ =
1

β
(cos βt)

(
e−α ty(t)

)
.

Además, se tiene que

(4.3) w(t) = (cos βt)u(t) + (sin βt) v(t).

Suponiendo que u(0) = 0 = v(0), llegamos a:

u(t) = −
∫ t

0

1

β
(sin βs)

(
e−α sy(s)

)
ds,(4.4)

v(t) =

∫ t

0

1

β
(cos βs)

(
e−α sy(s)

)
ds.

De este modo, sustituyendo (4.4) en (4.3), se obtiene la fórmula (4.2). Esto termina la demos-

tración. �
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01000


