ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES
HECTOR LOMELI Y BEATRIZ RUMBOSt

RESUMEN. En esta nota estudiamos la estructura del espacio vectorial de soluciones de una

ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes.

1. OPERADORES LINEALES Y ECUACIONES

En un buen nimero de textos de ecuaciones diferenciales, incluido el texto de los autores de
esta nota [1], se justifica intuitivamente el que se requieran n soluciones independientes para
generar la solucién general de una ecuacién lineal de orden n. Asimismo, la forma explicita de
las soluciones se proporciona a prior:i sin mucha motivaciéon acerca del camino que condujo a su
eleccion, de manera que podria pensarse que son producto de un chispazo de inspiracién divina.
La razén formal no es enteramente trivial y requiere de la utilizacién de algunos resultados
para operadores lineales en espacios vectoriales. A continuacién justificamos formalmente estos
hechos, suponiendo de antemano que el estudiante posee conocimientos minimos de algebra
lineal y, evidentemente, de ecuaciones diferenciales.

Tomemos una ecuacién diferencial lineal del tipo
(1.1) ant™ + a1 2"V 4 b ayd + agr = D,
con a; € R para toda ¢y a, # 0. Recordemos que la soluciéon general = estd dada por
2(t) = xn(t) + (),

en donde x, es cualquier solucién particular de (1.1) y x, es la solucién general de la ecuacion

homogénea asociada, dada por
an™ + a, 2"V 4+ ayd + agr = 0.

De acuerdo a lo anterior podemos dividir el proceso para encontrar la soluciéon de la ecuacion
(1.1) en dos pasos: primero se resuelve la ecuacién homogénea asociada y después se encuentra
una solucion particular de la ecuacién original. Como a,, # 0, la ecuaciéon puede dividirse entre
a, a manera de que el coeficiente de (™ sea igual a la unidad. Por esta razén, sin pérdida de
generalidad, para encontrar x;, podemos asumir que la ecuacion homogénea asociada es de la

forma
(1.2) ™ 4+ a, 12 4 ad + agr = 0.

Una pregunta natural es jen qué espacio viven las soluciones de estas ecuaciones? Obser-

vemos que si xy, es solucién de (1.2); entonces, debe cumplirse que z; es una funcién con n
1
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derivadas continuas lo cual se denota como sigue':
xp €C” (R, R)

Maés atn, como x, satisface (1.2) se cumple

n—1) _

™ = —a, 1 c-—a1T — apT.

Por lo tanto, al derivar esta expresion se obtiene:

g = —q, 2™ — o —ayd — agi

Dado que el lado derecho de la igualdad anterior estd bien definido, concluimos que
r, € C"THR, R);

es decir, si xj tiene n derivadas continuas, entonces tendra n + 1 derivadas continuas. Por

induccion, se concluye que xj, es infinitamente diferenciable lo cual denotamos por:
Ty € COO<R, R)

De lo anterior concluimos que las soluciones de (1.2) son elementos de C*(R,R) que es el

espacio vectorial (que tiene como campo escalar a R) de funciones
r:R—R

infinitamente diferenciables.
El codominio de las funciones de clase C*° puede extenderse a los ntimeros complejos sin

problema, como se describe a continuacién. Pensemos en que?
x(t) = a(t) +ib(t)

en donde a y b son funciones reales infinitamente diferenciables. Asi, puede definirse la derivada
de x como
i(t) = a(t) + ib(t)
de manera que la funcién
r:R—C

también es infinitamente diferenciable como funcién sobre los nimeros complejos. Sea C* (R, C)
el conjunto de dichas funciones. Claramente, C*°(R, C) tiene estrucutra de espacio vectorial
con el campo de escalares igual a C.

En este espacio vectorial definimos una funcién lineal, u operador lineal

D :C®(R,C) = C*(R,C)

dado por
D(z) = i.

'En particular si n = 0, se tiene que C° (R,R) se refiere al conjunto de funciones continuas.
2Recordemos que i = v/—1. Lo que se hace es extender el campo de escalares de R a C.
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Este operador se denomina, por razones obvias, operador diferencial. Podemos componer a
D consigo mismo para obtener el operador

D"(z) := ™.
En particular, si n = 0 se tiene que D° = I en donde
I:C*(R,C) — C*(R,C)

es el operador identidad I(z) = x. En términos de combinaciones lineales de estos operadores,
la ecuacién (1.2) puede expresarse alternativamente como

(D" + ap D" '+ -+ a1 D + agl)(z) = 0,

en donde el operador D™ + a,_1D" ' 4+ --- 4+ a; D + aol es lineal puesto que es combinacién
lineal de operadores lineales.

Recordemos que si V' y W son espacios vectoriales, a cada operador lineal
F: V=W
se le asocian los siguientes subespacios vectoriales de C*(R, C):
ker F={zx eV |F(x)=0}CV,
ImF={yeW| F(x) =y para algunaz € V} C W,

llamados el kernel (o niicleo) del operador y la imagen del operador, respectivamente.
Notemos que, de esta forma, xj, es solucién de (1.2) si y sélo si se cumple

(1.3) zy € ker(D" 4 ap_ D"t 4 -+ a1 D + agl).

En otras palabras, las soluciones de (1.2) forman un subespacio vectorial que es, concretamente,
el kernel de cierto operador diferencial. Lo que queremos ahora es encontrar la dimension de
este espacio y proporcionar una base para generar todas las soluciones.

Dado cualquier espacio vectorial V', no necesariamente de dimension finita, se cumple el

siguiente resultado que sera fundamental para todo lo que sigue.

Lema 1.1. Sea V un espacio vectorial cualquiera. Si F,G : V — V son dos operadores lineales
tales que ker ' C Im G y dimker F' = m,dim ker G = n; entonces, dimker FG = m + n.

Demostracion. Sean {vy, ..., v, }, {w, ..., w,}, respectivamente, bases® de ker F' y ker G. Dado
v € ker FG se cumple F'G(v) = 0 con lo cual G(v) € ker F. Por lo tanto existen escalares a;,

1=1,...,m tales que

Gv) = zm: a;v;.
i=1

30bservemos que el conjunto {vy,...,Um,w,...,w,} N0 necesariamente es linealmente independiente.
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Como ker ' C Im G , existen 0; € V tales que G(0;) = v;, con lo cual se cumple

m

G U—Zaif}i =0

i=1
0, equivalentemente,
m
v — Z&lﬁl € ker G.
i=1
Por lo tanto, existen escalares b; tales que

m n

v — E CLﬂA}Z‘: E bjwj
i=1 i=1

de manera que
n m

v = E bj’LUj—F g a;V;.
i=1 =1

Es inmediato verificar que tanto los elementos w; como los 9; pertenecen a ker F'G' con lo
cual, dado que las consideraciones anteriores muestran que cualquier elemento de ker F'G puede
expresarse como combinacion lineal de estos m + n vectores, se cumple que dim(ker F'G) <
m 4+ n.

Para finalizar la demostraciéon debemos argumentar que el conjunto de generadores

{@1,...,@m,w1,...,wn}

es linealmente independiente. En efecto, dados escalares c1,...,¢, y di,...,d, tales que

m

(14) Z Ciﬁi + zn: de}j = 0,

i=1 =1

utilizando el hecho de que los w; pertenecen a ker G, se tendria:

Como los v; forman una base de ker F' debe cumplirse que ¢; = 0 para toda 7. Entonces, la
expresion (1.4) se reescribe como

i djwj = 0.
=1

Ahora bien, como los vectores w; forman una base de ker ' entonces todos los escalares d,
también son nulos y de este modo concluimos que el conjunto {0y, ..., O, w1, ..., w,} es li-

nealmente independiente.
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Como este conjunto de m+n vectores es generador de ker F'G y es linealmente independiente
se concluye que es una base de dicho subespacio y por lo tanto se obtiene que

dim (ker FG) = m + n,
concluyendo la demostracion. O

Nota 1.2. Los escalares del lema anterior no se especifican de antemano. El resultado se aplica,

en particular, para el caso en que los escalares sean elementos de R o C.
Los siguientes corolarios son consecuencia inmediata del lema anterior.

Corolario 1.3. Sea V' un espacio vectorial cualquiera. Si F,G : V. — V son dos operado-
res lineales tales que G es suprayectivo (sobre) y dimker F' = m,dimker G = n; entonces,
dimker FG = m + n.

Corolario 1.4. Sean Fi,...,F,:V — V £ operadores lineales suprayectivos con dim ker F; =
n;. Entonces la composicion Fyo---o Fy es un operador lineal suprayectivo y

dimker (Fyo---0 Fy) =ny + -+ + ng.

Como veremos a continuacin, para estudiar las ecuaciones lineales que nos ocupan, conviene

escribir a los operadores lineales como composicién de operadores simples.

2. FACTORIZANDO EL OPERADOR
Dada la ecuacién (1.2), consideramos el polinomio caracteristico asociado dado por
(2.1) p(2) = 2" + ap_1 2" -+ arz + ap.

Una consecuencia del teorema fundamental del dlgebra es que este polinomio puede factorizarse

sobre los numeros complejos en términos de polinomios lineales; es decir, existen nimeros

complejos 1, ...,r, € C tales que
(2.2) p(z) = (z—r)(z—r2) - (2 — 1)
En este caso r1, ..., 7, son las raices del polinomio p(z), no necesariamente distintas. Igualando

(2.1) con (2.2) puede obtenerse la conocida relacién entre coeficientes y raices dada por:

n
E ry = —ap—1,
i=1

E Ty | = Gn-2,

1<j

E ririTy = —Qnp-3,

i<j<k

rirg -1 = (—1)"ag.
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Para cada i = 1,...,n, tenemos los siguientes operadores diferenciales sobre C*(R, C)
D —nrl.
Obsérvese que dada x € C™ se tiene

(D —r, 1) (D —rpaI) (D —rI)(x)

e (Z ri) e (Z Wﬂ') 207D (1) (i)
=1

i<j
=2 +a, 12"V 4 fad 4 agr
=(D"+a, D" '+ + a1 D+ agl)(z).
En otras palabras, en analogia con el polinomio caracteristico, hemos factorizado al operador

diferencial que determina a la ecuacién homogénea (1.2) como composicién de operadores
lineales; es decir,

D"+ a, D" '+ -+ a1 D+agl = (D —r,1)(D—ry 1) (D—r).
En general, podemos definir un operador diferencial lineal como sigue:
p(D)=D"+a, D" '+ + a1 D+ apl,
de manera que la ecuacién (1.2) se expresa simplemente como
p(D)(x) = 0.

Como vimos anteriormente, las soluciones a esta ecuacion consisten en el kernel del operador
p(D), que por lo pronto (tomando en cuenta que las raices pueden ser complejas), es un
subespacio vectorial de C*(R, C).

La factorizacion anterior, ya sea del polinomio o del operador, puede tomar en cuenta la
existencia de raices multiples de manera que, en el caso general, existen rq, ..., r, € C nimeros

complejos distintos, en donde m <n, y ki, ..., k, € N que cumplen

y tales que (2.1) se factoriza como

p(z) = (z =) (z =)k ...

Similarmente,
p(D) = (D —r )" (D —ry)¥2 - (D — 1, D)Fm.
A continuacién se demostrara que el subespacio de C*(R, C),
ker p(D) = ker(D — ri )" (D — rod)** - - (D — rp,I)Fm

tiene dimensién n, de manera que para resolver la ecuacién (1.2) se requerird de una base para

este espacio de soluciones, es decir de n soluciones linealmente independientes.
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Lema 2.1. Dado cualquier escalar v € C, el operador lineal L = (D — r1)* es suprayectivo y
dim (ker L) = k.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre k. Sea k = 1, tenemos que ker(L) consiste de
las z,(t) que son soluciones de la ecuacién

(2.3) i’h —Trry = 0.

—rt

Notemos que multiplicando (2.3) por e~ se sigue:
d

—rt
— (e "Txp(t)) = 0.
Por lo tanto, existe un nimero A € C, tal que e "'z, (t) = Ay
zp(t) = Ae';
es decir, {€"} es una base del espacio de soluciones — o bien de ker L— y éste es de dimensién
uno.

Para probar que L es suprayectivo sea y € C*(R, C) cualquier funcién en el codominio del

operador. Tenemos que encontrar una funcién =, € C>*(R, C) en el dominio tal que se cumpla:
(D —=rl)z, =y,

equivalentemente, que sea solucién de la ecuacion

(2.4) Ty — 1T, =Y.

T

Al igual que hicimos arriba, al multiplicar por el factor e™"! se obtiene,

d
E (e—rt$p<t)) — e—rty

De manera que, integrando, se obtiene:

(2.5) z,(t) =€’ /t e " y(s)ds.
0
Supongamos que el resultado es valido para k—1 de manera que dim ker(D —r[)F~1 = k—1.
Tomemos L = (D — rI)*. Ahora bien,
L=(D—r)*'(D~-rI),
asi que definiendo
F=(D-rl)
G=D-—rl,
tenemos que se cumplen los supuestos de (1.3) y por lo tanto
dimker L= (k—1)+1=k.

Finalmente, es trivial verificar que la composicién de operadores suprayectivos también es

suprayectiva con lo cual concluimos la demostracion. U
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Nota 2.2. La notacion utilizada de xp, y x, para los elementos de ker L y de la imagen inversa
L~ Y(y) no son casuales; simplemente son consistentes con la notacién usual de sistemas lineales

en referencia a las soluciones de la ecuaciéon homogénea y a soluciones particulares.

Nota 2.3. Las demostraciones de (1.3) y (2.1), nos proporcionan una forma explicita de cons-

truir una base para ker(D — rI)*, veamos. Sean

F=D—rl,

G=D-rl,
de manera que k = 2. En este caso, como vimos en (2.1), las bases para ker F' y ker G estén
generadas por {e¢’'}. Ahora bien, de acuerdo a (1.3) la base de ker FG tiene dimensién 2 y se
construye tomando {e"} y agregdndole un elemento de la imagen inversa G~1(e"); es decir,
se busca una funcién z tal que

G(z)=e"

o bien que resuelva la ecuacién

(D—rlx=10—rx=c¢"

Esta solucién la obtenemos mediante (2.5) poniendo y(s) = ™ de manera que

z(t) = te™.
De esta forma se tiene que ker F'G esté generado por el conjunto {e", te"'}. Para el caso k = 3
tomamos
F=(D—rl)?,
G=D-rl,

Sabemos que una base de ker F es {e", te"} y una base de ker G es {e"}. Asf, la base de ker FG
se conforma por {e"} y dos elementos mds, digamos {z,y}. El primero satisface G(z) = €™ y
el segundo G(y) = te™, es decir, son preimdgenes de los elementos de la base de ker F. Estos

se encuentran resolviendo
(D—rx=i0—rzx=c¢e",
(D—rl)y=19y—ry=te",
cuya solucién se obtiene mediante (2.5) como
z(t) = te',
y(t) = t2e™.
Se tiene asf que la base de ker F'G estd dada por {e™, te™, t?e"}. Siguiendo este mismo proce-
dimiento en forma recursiva puede concluirse que una base para ker(D — rI)* estd dada por

el conjunto de funciones:

{er tem, ... t"lem)
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Proposicion 2.4. Con la misma notacion dada arriba se cumple que si
p(D) = (D —r )" (D — o) - (D — 1, D)k,
entonces,
dim ker p(D) = dimker(D — i I)*" (D — ro[)* - - (D — 1, 1) = n
Demostracion. La demostracion es trivgﬂal, pues de acuerdo a los comentarios anteriores pode-

mos dar explicitamente una base con E k; = n elementos como
i=1

m
U{e”t, tert, . R erit)
i=1

La demostracion del siguiente corolario es ahora inmediata:

Corolario 2.5. Siry,...,r, € C son todas las raices complejas (no necesariamente distintas)

de p(z), entonces,
dimker p(D) = dimker(D —rI)--- (D —r,I) =n.

De acuerdo a lo anterior tenemos que el subespacio de soluciones de la ecuacién lineal
homogénea (1.2) es de dimension n. Esta es la razén por la cual es suficiente encontrar n solu-
ciones linealmente independientes para expresar la solucién general. Asimismo, se mostré cémo
construir la base del espacio de soluciones. Sabemos que para cada raiz r; del polinomio carac-
teristico la funcién e es una solucién, en particular, si no hay raices repetidas las n soluciones

independientes estan generadas por
rit rnt
{e"",...,e™ ).
El caso general es un poco més complicado pero lo podemos ilustrar con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.6. Dada la ecuacion
(2.6) T =27 4+2t—-1=0,
ésta se reescribe como
(D*—2D*+2D — I)(z) = (D + I)(D — I)*(x) = 0.

Se tiene que
ker(D+1)={x € C*[R,C) | (D+ I)(x) =%+ x = 0}.
Cuyos elementos son de la forma
z(t) = Ae™,

o bien, {e'} es una base de ker(D + I). Asimismo,

ker(D — I)® = {x € C*(R,C) | (D — I)*(z) = % — 34 + 3& — x = 0}.
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De acuerdo al comentario 2.3, una base para ker(D — I)? es de dimensién 3 y estd dada por
{e! te t?e'}.

De lo anterior, tenemos que una base para ker(D + I)(D — I)? es el conjunto

{e7!, et te!, t?e'}
que genera al espacio de soluciones de la ecuacién (2.6); es decir, la solucién general de (2.6)
esta dada por

zp(t) = Ae™' + Be! 4+ Cte' + Dt*e’,

en donde A, B,C,D son constantes (en C) que se determinan a partir de las condiciones
iniciales.

Ejemplo 2.7. Dada la ecuacion
(2.7) 4z =0,
ésta se reescribe como
(D*+ DNz = (D +4I)(D —il)x = 0.
En este caso ker(D — iI) estd generado por {e"} y ker(D + il) por {e”}. Entonces, las
soluciones a la ecuacién (2.7) estdn generadas por {e, e}, o bien son de la forma
x(t) = Ae" + Be ™.

Cabe senalar que lo que se ha demostrado hasta el momento es el caso complejo y como
se ilustré en los ejemplos anteriores, las soluciones viven en el espacio C*°(R, C). La pregunta
natural es, si existe una base para el espacio de soluciones con funciones reales de manera que

las soluciones pertenezcan a C*°(R,R). La respuesta es positiva como veremos en la seccién 3.

3. EL CASO REAL

Los operadores lineales que hemos considerado hasta ahora son operadores diferenciales
lineales del tipo
p(D) : C*(R,C) — C*(R, C),
en donde p(D) es un “polinomio” que se factoriza como producto de operadores (factores)
lineales del tipo (D — af) con a € C. El kernel de estos operadores coincide con el espacio de
soluciones de las ecuaciones diferenciales

(3.1) p(D)z = 0.

Ahora bien, hasta el momento hemos demostrado que dicho kernel tiene la misma dimensién
que el grado del polinomio caracteristico y también se construyé una base para el espacio
de soluciones cuyos elementos son funciones en C*(R, C). Asi, si el polinomio es de grado n,

existira una base

{z1(t), ..., z.(t)},
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en donde z(t) = ay(t) +ifk(t) € C*(R,C), k=1,...,n.
Lema 3.1. Sea U C C>*(R,C) un subespacio de dimension 2k cuya base es de la forma
(3.2) B={z,....,2121, 2k}
Entonces, el conjunto
(3.3) g:{Rezl,...,Rezk,lmzl,...,lmzk}
es también una base de U.

Demostracion. Dado que las funciones z; y Z; son linealmente independientes (i = 1,... k)
y recordando que el campo escalar es C, debe tenerse que Re z;,Im z; # 0. Claramente los
conjuntos By B generan el mismo subespacio asi que como diml = 2k, necesariamente Bes
una base de U. O

Nota 3.2. Observemos que z;,z; € C*(R,C). Sin embargo, Re z;,Im z; € C*°(R,R). Asi, en
el caso del ejemplo 2.7 la base {e, e~} puede sustituirse por el conjunto de funciones reales
{sint, cost}. Como es bien sabido, si un polinomio p(z) tiene coeficientes reales, entonces r € C
es una raiz si y sélo si 7 también lo es. De esta forma, de acuerdo a la proposicién (2.4) si ry

7 tienen multiplicidad £, el conjunto
{eTt tert tk—le'l‘t eft teft tk}—left}

—que sabemos puede completarse a una base de ker p(D)— puede sustituirse por el siguiente
conjunto de funciones reales*:

{e(ReT)t cos((Imr)t), e(Rem)ty cos((Imn)t), ..., e(Rer)tyk—1 cos((Imr)t),

eBetgin((Imr)t), eBe Mt sin((Imr)t), ..., e L sin((Im r)t)}.
Proposicion 3.3. El kernel del operador diferencial
p(D)=D"+a, D" '+ -+ a1 D+ apl

restringido al espacio vectorial real C*°(R,R) tiene dimension n, como espacio vectorial con

escalares en R.

4Simplemente hay que notar que
et = eRenteimnt — o(Ren)t(cog((Imr)t) + i sin((Tmr)t),
de manera que
Ree™ = B (cos((Imr)t)),

Ime™ = e®eNtgin((Imr)t)).
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Demostracion. Ahora tenemos
p(D) : C*(R,R) = C*(R,R).
Sea z(t) € ker p(D). El lema 3.1 y las observaciones posteriores nos dicen que existen

y1(t), ..., yn(t) € C*(R,R)

Ay, .., A, eC

tales que

n

z(t) = ZAiyl-(t) = (Red; +iTm Ay)yi(t)

= Z(Re Adyi(t) + ZZ(Im Ai)yi(t).

Como z € C*(R,R) debe cumplirse

y por lo tanto

o(t) =D (Re Ay)yi(t).

i=1
Tenemos asi que {y;(t),...,yn(t)} es un conjunto generador de ker p(D). Dado que este con-
junto es linealmente independiente en C*(R, C), también lo serd en C*°(R,R) de manera que
forma una base para ker p(D) que por lo tanto es un subespacio de dimensién n. U

4. UN METODO ALTERNATIVO

Los corolarios 1.3 y 1.4 pueden utilizarse directamente para el caso en el que solo se conside-
ren funciones en C*°(R, R). Esto es, podrian estudiarse las ecuaciones sin necesidad de utilizar
nimeros complejos. Esto es una alternativa que nos puede dar un punto de vista diferente.

Consideremos operadores lineales F' : C*(R,R) — C*(R,R), con coeficientes constantes.
Como hemos visto, dichos operadores tienen que ser de la forma p(D), en donde p(z) es un
polinomio con coeficientes reales. Recordemos que R no es un campo algebraicamente cerrado
de manera que las raices de un polinomio p(z) con coeficientes reales no necesariamente son
reales. En particular, esto nos lleva a que los polinomios irreducibles con coeficientes reales no
son necesariamente lineales. Sin embargo, es bien sabido que cualquier polinomio moénico con

coeficientes reales puede factorizarse como un producto

p(z) = (z=r)--(z =rd)qr(2) - - gm(2),
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en donde 71,...,7, son numeros reales —no necesariamente distintos— y ¢i(2),..., ¢n(2) son

polinomios moénicos de irreducibles de grado dos. Esto es, cada polinomio ¢; es de la forma
qi(2) = 2>+ bz + ¢,
en donde b;, ¢; son ntimeros reales que satisfacen: b? < 4c;.
Lema 4.1. Sea q(z) = (z — a)* + % y el operador asociado
¢(D) = (D —al)*+ 51,
de manera que
q(D+al)=D*+ *1.
Entonces, para toda w € C*°(R,R) se cumple
e“'q(D + ol )(w) = q(D)(e*w).
Demostracion. Basta hacer el siguiente calculo.
¢(D)(e*w) = [(D — a 1)’ + B*I] (e*'w) =
e (W + 200 — 2000 + 20%w — 20°w + fPw) =
e (w + f*w) =
e (D*+ 52 1) (w) = e**q(D + al)(w).

El siguiente corolario es inmediato.
Corolario 4.2. w € ker q(D + o) si y sdlo si e*w € ker ¢(D).

Lema 4.3. Sean b,c € R tales que b* < 4c. Sea q(D) : C*(R,R) — C®(R,R) el operador
lineal dado por q(D) = D*+bD + cI. Entonces, q(D) es suprayectivo y dim (ker (D)) = 2.

Demostracién. Sea q(z) = z*> + bz + c. Dado que ¢ es irreducible sélo tiene raices complejas.
Esto es, existen nimeros reales « y 3 tales que 5 # 0y g(a £ i) = 0. Por tanto, el polinomio
puede escribirse como

q(2) = (z = (a + Bi)(z — (@ = B1i)) = (z — @) + §*

y tenemos que ¢(D) = (D — ol)? + 3?1.
Tomemos w(t) € ker(q(D + al)), de manera que se cumpla

W+ B*w = 0.
Sean

(4.1) u(t) = (cos ft)w — %(sin pt)w,

v(t) = B(sin St)w + (cos ft)w.
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Derivando y simplificando, obtenemos que @ = 0 y ©® = 0. Por lo tanto, existen constantes C
y Cy en R tales que

(cos St)w — %(sin Bt)w = Cf,
B(sin Bt)w + (cos ft)w = Cs.
Resolviendo, obtenemos que
w(t) = Cy cos ft 4+ Cy sin fit.
El lema 4.1 implica que los elementos de ker ¢(D) son de la forma
xp(t) = e™w(t) =e* (Cy cos Bt + Cy sin Bt) .
De este modo, concluimos que el conjunto {e* cos(5t), e* sin(ft)} es una base de ker(q(D)).

Para demostrar la suprayectividad tomemos y € C*°(R,R). En base a y definimos

(4.2) zp(t) 5 / “sin B(t — s)y(s) ds.

Puede verificarse directamente que x,, satisface ¢(D)(x,) = y.
La idea heurisitca detrds de esta expresién para x,(t) es la siguiente. Queremos encontrar
una solucién particular x,. Sea w(t) = e *'x,(t). Definamos funciones u(t) y v(t) como en

(4.1). Al derivar y simplificar se obtiene que

U= 1 (sin Bt) (e~ *'y(1)) ,

g
U= % (cos Bt) (e~ “'y(1)) -
Ademas, se tiene que
(4.3) w(t) = (cos ft) u(t) + (sin Bt) v(t).

Suponiendo que u(0) = 0 = v(0), llegamos a:

(4.4) u(t) = —/ %(sin Bs) (e=**y(s)) ds,

/ 3 (cos Bs) (e *"y(s)) ds.

De este modo, sustituyendo (4.4) en (4.3), se obtiene la férmula (4.2). Esto termina la demos-

tracion. O
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