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RESUMEN. Estudiamos algunos detalles de las condiciones de segundo orden de
la ecuacién de Euler. Mostramos un ejemplo especifico en el que las condiciones
de segundo orden no son suficientes para determinar si la solucién corresponde
a un maximo o a un minimo.

1. INTRODUCCION

Al resolver un problema de optimizacién dinamica, usualmente se utilizan condi-
ciones de primer orden para encontrar una solucién. En Céalculo de Variaciones esto
se logra resolviendo la ecuacion de Euler y determinando las constantes asociadas
a través de la condicion inicial y de las condiciones de transversalidad.

Sin embargo, como veremos en esta nota, en ocasiones estas condiciones no son
suficientes para resolver el problema. Incluso, las llamadas condiciones de segundo
orden nos pueden dar informacion incompleta o equivocada.

En esta nota resolvemos un problema que aparece en el libro de Lomeli y Rumbos
[1], y analizamos las dificultades que pueden surgir de una funcién lagrangiana que
depende del tiempo.

2. UN EJEMPLO

En esta seccién, estudiamos con detenimiento el problema 10.8 de [1]. Se ar-
gumenta que las condiciones de segundo orden, Proposicién 10.5.2 de [1], no son
suficientes para determinar la naturaleza del extremo en el caso en que el tiempo
final sea libre.

El problema mencionado pide encontrar el extremo de

(2.1) /OT (z+d%+1t) dt

para el caso en que z(0) = x(T) =0y T > 0 estd libre.
La funcién lagrangiana es

flo,d,t) = o+ 3% + 1.

y la ecuacion de Euler es

d
J dtf

Por lo tanto, se debe resolver 1 — 23 = 0. Considerando que x(0) = 0, se obtiene

t2
z(t) = — +mt,
(="
donde m es una constante por determinar.
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Dado que T esta libre, la condicién de transversalidad es:
= 0.

Of
(f ‘f%)

Esto implica z (T) 4+ & (T)* + T — & (T) (22 (T)) = 0 y, como z (T) = 0, tenemos
que se cumple T — & (T)* = 0. De lo anterior obtenemos dos ecuaciones:

T—(L+m)’ =0,

TTQ+mT:O.

Resolviendo las ecuaciones anteriores, obtenemos dos posibles soluciones

a) m=—4, T = 16.
b) m=0,T =0.

Como T > 0 tenemos que necesariamente 7' = 16 y

t2
T (t) = — —4t.

)=
La condicién de transversalidad dice que la funcién anterior es un extremo, mas
no indica si éste es maximo o minimo. Para ilustrar esta dificultad, consideremos
que el problema se resuelve con 7' dado y fijo. Consideremos que problema de

minimizacién con x (0) =0, z (T) =0y T > 0.

Dado que z (t) = t*/4 + mt tenemos que se debe cumplir T{ +mT =0y por lo

tanto m = —%. Esto nos dice que, con T" > 0 dado, obtenemos la solucién
2 T
z(t) = — — —t.
=7-7

Sea J (T) el valor del funcional dado por (2.1) correspondiente a cada valor
T > 0. Es decir,

J(T):/OT[(g—%)Jr(%—%)Qntt

Podemos variar T' para encontrar los extremos de J. Al derivar, se tiene que

1 1
dt = =T? — —T3.
2 48

1
J(T)=T—-—=T?=0
(1) 16
y, por ende, J tiene puntos criticos en T'=0 6 T" = 16. Ademas,
T
JN (T) - 1 - g

y por lo tanto J” (0) = 1y J” (16) = —1. Esto implica que 0 es un minimo local de J
y 16 es un maximo local. Es decir, T' = 16 no resuelve el problema de minimizacion
a pesar de que f(z,%,t) =z + 2%+ sea convexa en (z, 7). El hecho a resaltar es
que la Proposicién 10.5.2 de [1] sélo es vélida para el caso en que tanto el tiempo
final y como el valor final de x estan dados.
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3. CONDICIONES DE SEGUNDO ORDEN

En esta seccién mostramos, con otro ejemplo, las dificultades que pueden surgir
cuando tratamos de distinguir si una funcion critica x* determina un méaximo o
un minimo local para el funcional J [z]. Consideremos el problema de encontrar
el minimo de la funcional

(3.1) Jla] = /0 [ + ()2 + g ()] dt

con x(0) = x(T) = 0y T libre. Supondremos ademds que la funcién g (t) es
mondtona (creciente o decreciente) y g (7p) = 0 para algin T > 0.
En este caso, la funcion lagrangiana es

Jlw,a,t) =2+ (2)" + g (1)
La ecuacién de Euler es
r—x =0,
cuya solucién general estd dada por

z(t) =me' +ne".

Claramente, si z (0) = 0 entonces m 4+ n = 0 de modo que

z(t)=m(e' —e™)

i(t)y=m(e+e).
La condicién de transversalidad se reduce a
2 (T)? =i (T)* +g(T) =0,

y por tanto,
—4m* + g (T) = 0.

Ademés z (T') = 0 implica m (¥ —e ™) = 0. Asi, si T > 0 entonces m = 0.

Concluimos, de este modo, que si el problema tiene solucion, las condiciones de
transversalidad indican que la solucion 6ptima viene dada por la funcion constante
z(t) = 0y que el tiempo éptimo es T' = T, la raiz de la funcién g. Es claro que la
funcién f(z,2,t) = 22 + (&)> 4 g (t) es estrictamente convexa en (x,4) por lo que
resulta razonable suponer que la solucién encontrada es efectivamente el minimo
que buscdbamos. Sin embargo, éste no necesariamente es el caso, pues no se han
considerado las propiedades de g.

Al igual que en ejemplo anterior, consideraremos el problema asociado, donde
ahora suponemos que T > 0 esta fijo. Deseamos entonces optimizar

/0 [+ ()2 + g ()] dt

con x(O = z(T) = 0, T > 0 dado. Se obtiene de igual forma que z(t) =
m(e! —e™") y de las condlclones iniciales y finales se concluye que z(t) = 0.
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Como 22 + (£)° + g (t) es estrictamente convexa en (z,4) entonces por la Pro-
posicién 10.5.2 de [1]

es el valor minimo con 7' dada.

Sin embargo, podemos considerar como cambia la respuesta si se supone que el
valor de T también varia. Derivando obtenemos: J' (T') = g (T), y J" (T) = ¢’ (T).
Asi, J tiene un unico punto critico en T = Tj. De hecho, la grafica de J es la
envolvente de los minimos con 7" dado.

Aqui distinguimos dos casos, dependiendo si la funcién ¢ es creciente o decre-
ciente. Analicemos ambos.

Si g (t) es creciente, el valor minimo de (3.1) con z (0) = z(T) = 0, y T libre
es efectivamente fOTO g (t) dt. Sin embargo, si g (t) es estrictamente decreciente y se
considera a T libre, el problema de minimizacién no tiene solucion ya que

T
lim J (T') = 1th’rn g(t) dt = —o0.
—o0

t—00
0
La demostracion del limite anterior estd basada en una idea simple. Dado que g es
estrictamente decreciente, podemos encontrar T > Ty, tal que g(77) < g(Tp) = 0

y por lo tanto, g(x) < 0 para todo x > T;. Entonces fOTg (t) dt < fOTl g (t) dt +
(T'—T1)g(T}), para todo T' > T}. Esto implica el resultado, los detalles se dejan al
lector.

Cabe aclarar que fOTO g (t) dt no es el valor maximo, ya que es evidente podemos
elegir funciones diferenciables z(t) con x (0) = = (T') = 0 que hagan que la funcional

T
/ [:E2 + (&) +g (t)] dt
0
tome valores arbitrariamente grandes.

4. CONCLUSION

Por lo que hemos visto en esta nota, debemos tener sumo cuidado cuando usemos
las condiciones de segundo orden. En particular, si la funcion lagrangiana depende
explicitemente del tiempo y se considera tiempo final libre, dichas condiciones no
nos dan necesariamente una respuesta adecuada.

REFERENCIAS

1] LoMeLi, H. E. v B. RuMBOs, 2010. Métodos Dindmicos en Economia. JIT press, 22 edicién.
[ ) ) p )

TDEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, INSTITUTO TECNOLOGICO AUTONOMO DE MEXICO,
Mgxico, DF 01000



