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2.1
a) x(t) = t + A

t ⇒ ẋ(t)t = 1− A
t2 ⇒ ẋ + x

t = 1+ A
t2 + 1− A

t2 = 2.

b) Si hacemos x(t) = A cos 3t+B sin 3t+ 1
8 cos t entonces las derivadas satisfacen ẋ(t) = −3A sin 3t+

3B cos 3t − 1
8 sin t y ẍ(t) = −9A cos 3t − 9B sin 3t − 1

8 cos t . Por lo tanto, ẍ + 9x − cos t =

−9A cos 3t − 9B sin 3t − 1
8

cos t + 9A cos 3t + 9B sin 3t + 9
8

cos t − cos t = 0.

c) Si x(t) = t3(1+t)
4 + 1

t + 1 entonces ẋ(t) = 3
4 t2(1+ t)+ 1

4 t3 − 1
t2 = 3

4 t2 − 1
t2 + t3.

Por lo tanto, x
t+1 − x

t + t2 + t3 = t3

4 + 1
t (t+1) + 1

t+1 − t2(1+t)
4 − 1

t2 − 1
t + t2 + t3.

= 3
4 t2 − 1

t2 + t3. En cuanto a la condición inicial: x(1) = 2
4 + 2 = 10

4 = 5
2 .

2.2
b = −3, c = 6, x0 = 5

2.3
α = 3, β = − 1

9 , A = 1
18 , B = 1

18 . Por lo tanto la solución para las condiciones iniciales dadas
es x(t) = − 1

9 + 1
18 e3t + 1

18 e−3t

2.4
Si y(v) = e−v(α cos v + β sin v), entonces

y′(v) = e−v(((β − α) cos v − (α + β) sin v),
y′′(v) = e−v(2α sin v − 2β cos v).

Esto implica que y′′(v)+ 2y′(v)+ 2y(v) =
e−v(2α sin v − 2β cos v)+ 2e−v((β − α) cos v − (α + β) sin v))+ 2e−v(α cos v + β sin v) = 0.

Al resolver obtenemos α = 0, β = 7. Por lo tanto, la solución para las condiciones dadas se
puede escribir como y(v) = 7e−v sin v.
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2.5
a) x(t) = ke5t , la solución no converge a su estado estacionario.

b) x(t) = ke−
2
t , la solución sí converge a su estado estacionario.

c) x(t) = 8+ ke−t , la solución sí converge a su estado estacionario.

d) x(t) = 2+ ke5t , la solución no converge a su estado estacionario.

2.6
P(t) = 5 + ke−6t , el estado estacionario es P∗ = 5. La solución sí converge a su estado esta-
cionario.

2.7

a) P(t) = P0eat . b) t∗ = log 2
a . c) lim

t→∞ P(t) = 0.

2.8
P(t) = P0e(α−β)t .

Si α > β, limt→∞ P(t) = ∞, es decir que P crece indefinidamente.
Si α = β, limt→∞ P(t) = P0, es decir que P es siempre constante.
Si α < β, limt→∞ P(t) = 0, es decir que P se extingue.

2.9

P(t) = E
a
+
(

P0 −
E
a

)
eat .

Si P0 = E
a , entonces lim

t→∞ P(t) = E
a
, es decir que la población es constante.

Si P0 >
E
a , entonces lim

t→∞ P(t) = ∞, es decir que la población es creciente.

Si P0 <
E
a , entonces lim

t→∞ P(t) = −∞, es decir que la población es decreciente.

2.10
Factor de integración µ(t) = e

∫ T
t r(s)ds . Interpretación: Y (t) es la inversión, B(t) es el precio del

bono y YT
BT
+ ∫ t

T δ(s)ds es la cantidad de bonos que se tienen en la inversión.

2.11

a) r(t) = r0 − 1
t+1 .

b) B(t) = er0(t−T )
(

T+1
t+1

)
.

c) δ(t) = −er0(T−t).

Si δ < 0 tenemos retiros.

d) Z(t) = 1
r0
(er0(T − t)− 1)+ 1.

e) Y (t) = T+1
t+1

[
1+ 1

r0

(
e−r0(t−T ) − 1

)]
.

2



2.12
a) Ẏ es el cambio en la inversión. Se debe a las ganancias rY generadas por invertir Y a una tasa r

menos las perdidas −X (t) debidas al flujo de inversión.

b) La solución general es de la forma

Y (t) = er(t−T )Y (T )+ ert
∫ T

t
e−rs X (s)ds.

Con Y (T ) = erT ∫∞
T e−rs X (s)ds.

c) lim
T→∞

Y (t) = er t
∫ ∞

t
e−rs X (s)ds, entonces, cuando T → ∞, la solución se puede reescribir

haciendo el cambio de variable τ = s − t como

Y (t) =
∫ ∞

0
e−rτ X (t + τ)dτ.

d) El valor de la inversión en el tiempo t es igual al valor descontado del flujo de que genera.

2.13

L{a f (t)+ bg(t)} =
∫ ∞

0
e−st [a f (t)+ bg(t)] dt =

∫ ∞
0

e−st (a f (t)) dt +
∫ ∞

0
e−st (bg(t)) dt =

a
∫ ∞

0
e−st f (t)dt + b

∫ ∞
0

e−st g(t)dt = aL{ f (t)} + bL{g(t)}.

2.14
a) x(t) = 1

2 + ce−2 sin t .

b) x(t) = 1
2 + ce−t2

.

c) x(t) = 5+ e−
1
3 t3

.

d) x(t) = − 1
7 et + e−6t .

e) y(t) = 1
3 + 2

3 e−u3
.

2.15

a) ṗe +
(
αr

r−α
)

pe = dα
r−α . Resolviendo: pe(t) = d

r +
(

pe
0 − d

r

)
e
−
(
αr

r−α
)

t
.

b)
∫ ∞

0
de−rt dt = lim

b→∞

∫ b

0
de−r t dt = −d

r
lim

b→∞

[
e−rb − 1

]
= d

r
.

c) lim
t→∞ pe(t) = d

r
+
(

pe
0 −

d
r

)
lim

t→∞ e
−
(
αr

r−α
)

t = d
r
= p∗ ya que α, r > 0 y r Zα.

d) Sustituyendo (2.29) en (2.28) se tiene que p = d
r + α

r (p − pe). Por lo tanto p = p∗ αr (p − pe).

Ahora bien, usando la solución para pe se obtiene que p(t) =
(

r
r−α

)
p∗ −

(
α

r−α
)

pe. Por lo
tanto

lim
t→∞ p(t) =

(
r

r − α
)

p∗ −
(

α

r − α
)

lim
t→∞ pe(t) =

(
r

r − α
)

p∗ −
(

α

r − α
)

p∗ = p∗.
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e) p(t) = p∗ −
(
αr

r−α
)
(pe

0 − p∗)e−
(
αr

r−α
)

t
y pe(t) = p∗ + (pe

0 − p∗)e−
(
αr

r−α
)

t
, con r > α.

2.16
Si v = log(y) entonces y = ev y ẏ = ev v̇. Sustituyendo ev v̇ + P(t)ev = Q(t)evv. Por lo tanto
v̇ − P(t)v = −P(t).

2.17

Sea v = log(y), resolviendo para v se obtiene v(t) = − t3

4 + c
t . Como y = ev entonces y(t) = e−

t3
4 + c

t .

2.18
Sea Aẍ + Bẋ + Cx = 0 una ecuación diferencial homogénea con coeficientes constantes, donde
A 6= 0 y B,C ∈ R. Sean x1, x2 dos soluciones de la ecuación, es decir Aẍ1 + Bẋ1 + Cx1 = 0
y Aẍ2 + Bẋ2 + Cx2 = 0. Sea x3 = ax1 + bx2. Entonces Aẍ3 + Bẋ3 + Cx3 = A (aẍ1 + bẍ2) +
B (aẋ1 + bẋ2)+ C (ax1 + bx2) = a (Aẍ1 + Bẋ1 + Cx1)+ b (Aẍ2 + Bẋ2 + Cx2) = 0. Por lo tanto
x3 es también solución de la ecuación.

2.19

a) ẍ = −1, x(0) = 2, ẋ(0) = 4.

b) ẍ − 3ẋ + 2x = 5t − 7.

c) ẍ + 4ẋ + 5x = 0.

2.20

a) x(t) = et .

b) x(t) = e
5
4 t
[
3 cos

√
23
4 t + 13√

23
sin
√

23
4 t
]
.

c) x(t) = e−t [cos t + sin t].

d) x(t) = (1− 3t) e3t .
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2.21

a) x(t) = c1e
(

1+√2
)

t + c2e
(

1−√2
)

t − 7.

b) x(t) = c1 cos t − c2 sin t + 1.

c) x(t) = e
5
4 t
[
c1 cos

√
23
4 t − c2 sin

√
23
4 t
]
+ 3.

d) x(t) = c1 + c2e3t − 4t .

e) x(t) = c1e−t + c2e2t − 1
2 .

f) x(t) = c1e−3t + c2te−3t + 1
9 .

2.22

Si definimos δ =
√
αγ − β

2

4
, entonces

p(t) = m̄ + e−
β
2 t (A cos δt + B sin δt) ,

u(t) = ū − 1
γ

e−
β
2 t
[(

Bδ − 1
2
βA
)

cos δt −
(

1
2
βB + Aδ

)
sin δt

]
.

Además lim
t→∞ p(t) = m̄ y lim

t→∞ u(t) = ū , lo que quiere decir que se satisface el mismo compor-

tamiento asintótico que en el caso β2 > 4αγ .

2.23

a) x(t) = c1 cos 2t − c2 sin 2t − t
4 cos 2t .

b) x(t) = c1e−t + c2e3t − 3t2 + 4t − 14
3 .

c) x(t) = c1e−t + c2e2t − 4
3 te−t .

d) x(t) = c1e3t + c2e−t − 1
2 et − cos t + 2 sin t .

e) x(t) = e−3t (c1 cos 2t − c2 sin 2t) +
e−2t

(
1
17 cos 2t + 4

17 sin 2t
)

.

2.24
La solución general es x(t) = k1et + k2e2t + k3e−t , donde k1, k2, y k3 son constantes arbitrarias.

2.25
Usando la fórmula (2.32) se obtienen las siguientes soluciones particulares.

a) K p(t) =
1

δ + r

(
e−δt − 1

δ
+ ert − 1

r

)
.

b) K p(t) =
1

δ + r

(−e−δt − δt + 1
δ2 + ert − r t − 1

r2

)
.

c) K p(t) =





0, t ≤ 1,

1
δ + r

(
e−δ(t−1) − 1

δ
+ er(t−1) − 1

r

)
, t > 1.
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