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3.1
a) x(t) =1t. d) x(t) =tan(r — 1+ %).
b) x(t) = 1.
©) x(f) = 5. e) x(1) = \3/2 (t+ 13?2 —4/2+1.
3.2

a) y(x) =sin~! /x%q- ) ¥(t) = — /3¢ + 3.

b) y—log|y +2| =—log|x +4|—1.

3.3

a) N(@) = 1+(+1*)e*1"*“ para No # N*. Si No = N* entonces N (t) = N*.
No

b) tlim N(t) = N¥; es decir, el nimero de personas que habrd oido el numor cuando 7 sea muy grande
— 00

tendera al nimero total de personas del pueblito.

¢) Cuévano, Plan de Abajo.

34

Haciendo w = k'~ se obtiene la ecuacién w = (1 — a)s— (1 — &)(n + n)w. Por lo tanto,

s
w(t) =cexp[—(1 —a)(n 4+ 8] + m

De ahi que la solucién solucién para k es de la forma

1
k(1) = w(f)ﬁ = |:c exp[—(1 —a)(n + §)t] + — i 8] o .

1
Ky 1—«
donde ¢ es una constante. Ademas, lim k(z) = |: :| = k*.
t—00 n+4



3.5

Ly+1

=7 donde K es constante.

a) %:a—,B%:a—ﬂ#:a—ﬂ%.Porlotanto,L:aL—ﬁ

b) Haciendo w = L™ se obtiene la ecuacién

. By
w = —yaw—i—ﬁ,

y por ende

o jim 1= () "= (

3.6

a) Notemos que

Seay = (P — L), entonces

Por otro lado,
ey ="y (Lp D))
wmr = C(P D (C(P L))

:_(%)z(p—m((P—LH%)
:_<é>2(P—L)(P—(C—L))-

Al multiplicar los factores del polinomio se obtiene la igualdad.

b) Seaw = y~!. La ecuacién para w es w = aw + 1. Su solucién esta dada por w(r) = ke*’ — é, donde k
es una constante. Despejando la constante, obtenemos que k = 1/yg + 1/«. Esto implica que

Yo
)= ——""——.
Y (yo +a)e® — yo
La solucién para P es P(t) = %y(t) + L, donde yy = % (Ph—1L).
¢) Notemos que
ta=" (P-4 =2 (py—(C -1y
o = — — _ = — —_ — .
Yo c \fo p c 1o

Por lo tanto, si Pp > C — L, entonces yp + « > 0. Ental caso lim y(f) =0y lim P(t) = L.
—00 11— 00
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3.7

1
a) x(1) = 55700

N—=

2

b) Sea w = y~~, entonces su solucién es w(x) = x + % + ce* . Por lo tanto y(x) = %+ (x + % + cezx)i .

El signo depende de la condicién inicial que se utilice.
¢) Seaw = y~!. Entonces w satisface la ecuacién

, 1
w+_w=_7
X X

. Por lo tanto y(x) =

cuya solucién es w(x) = XTJFC

X
Xtc*
d) Seaw = y’3. Resolviendo la ecuacion diferencial para w, obtenemos w(x) = x32x3 4+ ¢). Por lo tanto,
1
y@) = ———.
x(2x3+¢)3

3.8

a) Sea w = x~°, entonces w satisface w = 6w — 6 y la solucién es w(t) = 1 + ce® . Por lo tanto x(f) =

(1 + ce® )71/ ®_ Considerando la condicién inicial, se obtiene ¢ = 0 y por tanto x(¢) = 1.

b) Seaw = x4, entonces w satisface

. —44 4
Ww=—w— —.
t 12
. 4 -1 44 4 1 ITANYA P
Por ende, la solucién es w(r) = — 4317 +ct~ " y por lo tanto x (1) = (_Ef +ct™ ) . Al sustituir

la condidic6n inicial se encuentra que ¢ = 47/43.

¢) Sea w = y~2, entonces su solucién es w(r) =t~ + ¢r~/2. Por lo tanto y() = (z’l + ct’l/z)_l/z.

Considerando la condicién inicial, y(¢) = Jtcont > 0.

3.9

a) x = 0 equilibrio inestable; x = 2 equilibrio estable.

b) x =0, x = 12 equilibrios inestables; x = 3 equilibrio estable.
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¢) x = 2nm equilibrios inestables; x = (2n + 1)7 equilibrios estables.

d) x = k equilibrio estable.

3.10

a) Sixp < 2 entonces x(¢) converge a 2. Si xo > 2 entonces x (¢) diverge.

b) Si xp < 0 entonces x(¢) converge a 0. Si xop > 0 entonces x(¢) converge a 1. x = 1 es un punto de
equilibrio estable. En cada caso, aparecen puntos que no son asintéticamente estables.

¢) Sixp < 0entonces x(¢) converge a 0. Si xo > 0 entonces x(¢) diverge.

3.11

a) Calculando la derivada con respecto a w, se obtiene que

d ’ —(u 2~|—I/l/l/t” ’om
( u) ( ) { u'u i1,

dw u”

")? (w"?



> =

Yy
Yy
A\
=

Esto implica que
!/
u

—— =(k-DHw+ A,
M//
donde A es una constante arbitraria. Por lo que se tiene

_u// 1
W A+ k—Dw

Podemos resolver la ecuacion diferencial anterior. Si k # 1, obtenemos que
W' (w) = B (A+ (k — DHw) /&
donde B es una constante arbitraria. Al integrar,

_ B(A+ (k— DHu)*2/¢=D

C.
k—2 +

u(w)

Si k = 1, obtenemos que
u(w) = —ABe /4 + C.

En cada caso, A, B 'y C son constantes arbitrarias.
b) A,B>0yk>0.
¢) Si k = 0 entonces
uw)=—+20C,

donde A, B > 0y 0 < w < A. Siu es una funciébn CRRA, entonces necesariamente se tiene que la
constante A = 0. Como w > 0y ademds se cumple que ' > 0y u” < 0, entonces se tiene que k > 1.

3.12

a) Primero resolvemos para m y obtenemos m(t) = mo + ut. Al sustituir en (3.14) obtenemos

p(r) = [(u + amg + aut) —ap(®)].

1 —ar

La solucién de la anterior es

o
p(t) = (mo + puA + ut) + (po — mo — uA) exp (—1 — akt) .

Ademas lim p(f) = ooy lim p(t) = pu =m.
t—00 —>00



b) En el segundo caso se resuelve la ecuacién

1 1
p) = ~Ip@t) =m)] = —pt) —mo — pt].

La solucion de la anterior es
1
p) = (mo + pr + ut) + (po —mo — uA) exp o)
Ademds lim p(t) = lim p(t) = oo.
11— 00 11— o0

3.13

a) Laecuacion para p® es

. a(l—1)d < ar ) .

r—ao r—ao

Resolviendo se obtiene

—ort
po(t) = p* + (py — p*)exp ( ) ,
r—ao

donde
_a —1)d

r

*

Por otro lado, p(t) = épe (t) + p°(t) y, por tanto,

o —ort
pt) =p* — ——(p§ —p*)eXP( )
r—a r—a

Ademds lim p¢(¢) = lim p(t) = p*.
t—00 t—>0o0

b) Si r aumenta inesperadamente a 7, entonces el valor del precio de equilibrio p* pasa a un nuevo precio de
equilibrio p* que es menor a p*. En el momento del cambio la derivada p(¢) pasa de ser cero a ser negativo
(el precio tiende a disminuir). Después p aumenta en el tiempo y el sistema procede asintéticamente hacia
el nuevo equilibrio p* < p*. El antiguo precio de equilibrio se puede considerar como condicién inicial
al tiempo T'. Por lo tanto, la expresion para las soluciones a partir del instante 7 serian

—ar(t — T))

pity=p"+ " - ﬁ*)exp(
r—o

_ o _ —ar(t—T)
p(t) = p* — ——(p* — p*)exp (—) ,
r—ao r—ao
dondetr>Typ*=0—-71)d/r
¢) La solucién es

p(t) = [Po _d=nd _rr)d} oty U= D4

r

d) El nivel de precios diverge a menos que al momento del aumento inesperado se tenga que p(t) = @.



3.14
Si hacemos
f(P)=rP (1 - g) - E,

entonces podemos escribir
F(P) = —épz +rP—E.

La funcién f es cuadrética y su grafica es una pardbola que abre hacia abajo. EL discriminante de la funcién es
5, 4rE ( 4E )
A=r"——=r|r——|.
C

El niimero de puntos fijos del sistema dindmico esté relacionado con el signo de A. Tenemos tres casos.

= FE < Cr/4.Eldiscriminante A es positivo y por lo tanto la funcién f tiene dos raices. Es decir, el sistema
tiene dos puntos fijos y la dindmica se divide en tres intervalos. En dos de ellos P decrece y en uno crece.

= F = Cr/4. El discriminante A es cero y por lo tanto la funcién f tiene una raiz. El sistema tiene un sélo
punto fijo y la dindmica se divide en dos intervalos. En ambos, P decrece.

= E > Cr/4. El discriminante A es negativo y por lo tanto la funcién f no tiene raices. La funcién P
siempre decrece.

3.15

Se tiene la siguiente ecuacion.
P=f(P)=gla—8P—yP+p).

Notemos que
f'(P)=¢g'(@—8P—yP+p)E—y).
Esto implica que
f(P*)=g(0) =0, (P =¢0@E-y) <0.

Por el teorema 3.3.1, el punto P* es asintdticamente estable.



