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4.1

a) X(t)=C1e2’< i >+C2e4’< _11 )

b) X(1) = cle(“ﬁ)’< 7 >+c2e(2‘“§)’< s )
¢) X(t) =C ( (1) )+C2e4’( _14 >

d X@) =C; ( ? )+C2€t< ? )

4.2
o xir-cre (5, Yo ()
b) X(1) = C e3f< _42 >+Cze3’< litZI )
sxomee (52 e 2 )

d) X(t):Cle’< :; >+C2e3f< 1:2[ )

4.3

1 1 1

a) X(t):Cle2’<1>+Cge3(2> % 1)
s A3
3 2 cos 3, 2sin %=t 2

b) X(t) =Cye™ 2! 2 3! 2 +( )
) X() Le (—cos—t—l—ﬁsm ) (—sin‘/Tgt—«/gcos*/T%‘) 5

1 1 5
) X(t):Clezt( | )+e3t< ) )—je <4>



4.4

2) X0 =e= 5“1 ). Porlotanto, 1im x@)=( ¢ ).
10 1—00 0

_ ar [ cospt
b) X(t) =¢ ( sin Bt >
5 5cost + 15sint
0
0

+e¢'| 20cost + 10sint
30cost — 10sint

4.5
a) X(t)=(2+w)e’( i >+(1_w)g—2t< _12 >

b) w=—2.

4.6

a) SenecesitaquetrA =a+d =0yquedetA =ad —cb <0.

b) ( );83 ):C]ewt< a)éa )+C2ewt< _wb_a >’C0nw:\/—det(A):\/bc_ad'

4.7

a) X(t) =C ( ? >—|—Cze_4’< _11 )

b) tE}&X(t):(?)Cl.

4.8
1 Scost + sint Ssint — cost
X()=e*| 3 | +Cie'| 12cost+2sint |+ Cre’ | 12sint —2cost
1 4cost 4sint
4.9
-2 -7 =2
A= 0 1 0
3 7 3
4.10
a) El conjunto {wi(¢), wa(?), ..., w,(#)} es linealmente independiente para todo tiempo ¢. Por lo tanto las
columnas de ®(7) son linealmente independientes, de modo que existe la inversa 1 (7).
b) Cada wy coni = 1,2,...,n es solucién de la ecuacion X = AX, por lo que w; = Aw;. Asi, d>(t) =

(w1, wy, ..., wy) = (Awy, Awa, ..., Aw,) = A(wy, wa, ..., w,) = AD().



c) Sea Y(t) = ®(t) [y ®(s)f(s)ds. Entonces d~1(1)Y (1) = [; ®~'(s) f(s)ds. Por otra parte, ¥ (t) =
DNOPTIO) f(1) + D) [y @) f()ds = f() + PO OY () = f(1) + AP Y (1) =
f(t) + AY(z). Por lo tanto Y (¢) es una solucién particular de X(t) =AX@)+ f(1).

4.11

Sea el sistema X = AX con

o o

—
—_ o
o o
o o

A= .
0 0 0 1 0
0 0 0o ... 0 1
—ag —daip —a ... —ap-2 —adp—-1
Su polinomio caracteristico esta dado por
—X 1 0 0 0
0 —A 1 0 0
paG) = |A —Ih| = :
0 0 0 1 0
0 0 0 —X 1
—ap —ar —a —apm-2 —am—1— A
Si A # 0, entonces
—X 1 0 0 0
0 —X 1 0 0
pa) =| - : : . : : -
0 0 0 1 0
0 0 0 —A 1
0 —(m+%) -a —am—y —Qm—1 — A
-1 1 0 0 0
0 —x 1 0 0
o o 0 1 0 -
0 o0 0 —X 1
0 0 (az + 6;—1 + %) —am—2 —am—1 — A
- 1 0 0 0
0 —-a 1 0 0
Tl 0 000 1 0 -
0O 0 0 ... —a 1
0 0 0 ... 0 —(x+am_1+“m7—2+...+A3—Lz+%)
o -1 am—-2 aj ag
=—(=V" ()‘-+am71+ . +...+W+W)

=(=D"W" + am A"+ L+ ah + ag).

Si A = 0, la igualdad también se cumple. Por lo tanto, la ecuacidn caracteristica del sistema es 1" Yay_ Ay
...+aA+ag=0.



4.12

Vo
. . . vl
Sea Ay un vector propio de la matriz A del problema anterior. Entonces un vector vy = ) es un

Um—1
vector propio de A asociado a A siy solo si satisface el sistema de ecuaciones:

—Ak 1 0 - 0 0
0 — Ak 1 0 0 ) 0
: : : . : : V1 0
0 0 0 1 0 : :
0 0 0 - —Ak 1 Um—1 0
—ay —a; —az ... —am-—2 —am—1— A

El dltimo renglén es una combinacién lineal de los demds. Entonces basta que paracadai =1,2,...m — 1
se cumpla v; = Agv;_1, 0 lo que es lo mismo v; = A, vg. Es decir, vectores de la forma

vo
Ak

2
Vi = )‘k vo

)\Z_lvo

Por lo tanto,
1

Ak
Vi =

m—1
)‘k

es un vector propio de A asociado a A.

4.13

4.14

(5)-(157)

b) x(t) = Cre® — 1t — 1.

4.15

Sit = e entonces w = In¢. Por lo tanto ‘fl—lf = % = ¢~ ". Lo que implica que tfll—’t‘ = ewj—;‘fl—l;’ =

Tpete = j—;. De forma similar till—f = %. Entonces el sistema se convierte en x(w) = ajx(w) +
biy(w), y(w) = axx(w)+ bry(w).



4.16

(

4.17
a)

b)

4.18
a)
b)
¢
d)

e)
f)

4.19
a)

b)

);8 >=C1t2< i )+C2t4(é>.

Sean A1 # A, dos valores propios distintos y sean vy, v # 0 vectores propios correspondientes. Sean Cy
y Cy constantes tales que C1 v + C3 vo = 0. Entonces A(Cy vy + C2 v2) = C1 A1vy + C2 Apvy = 0. Por
otra parte

M(C1Vvi+Covy) =Cirrvi+ Crivp =0.

Restando ambas ecuaciones Co (A1 — A2)vy = 0. Lo que implica C» = 0. De forma similar C; = 0. Por
lo tanto vy y v» son linealmente independientes.

Sean A, Az, ..., Ar valores propios distintos y vy, va, ..., Vv, vectores propios correspondientes. Para
demostrar pos induccién matemdtica se supone que {vi, v2, ..., V,—1} son linealmente independientes.
Sean C1, Ca, ..., cy—1 constantes tales que Z;’;ll ¢;v; = v,. Entonces

n—1 n—1
A (Z C,'V,') = ZC,‘)\,’V,‘ = AnVy.
i=1 i=1
Por otra parte

n—1 n—1
)\n (Z CiVl') = ZC[)\,,V,’ = )\nVn~

i=1 i=1

Restando ambas ecuaciones Z;:]l ¢i(An — Aj)vi = 0.Loque implicaC; = Cy = ... =¢, = 0. Porlo
tanto {vy, v2, ..., v, } son también linealmente independientes.

x(t) = (cost + sint)e” . Ademds, tlirgox(t) =0.
x(t) = 1 + 3¢3. Ademds, lim x(t) = co.
= 1—>00
x(@t) = ‘7—‘e’ — 17—16_6’. Ademads, lim x(¢) = oo.
—>0o0
x(t) = (1 4+ 2t)e™". Ademids, llim x(r) = 0.
— 00

x(1) = (1 — 21)e? . Ademds, llim x(t) = —oo0.
— 00

1
x(t) = —4e™2 + %e’” + 1. Ademds, zlin(}ox(t) =3

y(x) = (452) e + (452) cosx + (—”+2§+“’) sin x.

Siw = u y v = —u entonces se tiene que y(x) = ue *. Porlo tanto lim y(x) = 0.
X—>00

4.20

¥(

t) = %e’” + %e’ cost — %e’ sinz. Ademds lim y(¢) no esta definido ya que la funcién oscila.
1—>00



4.21

a) y(x) = (—2”:2;_1) e ¥ 4+ (—2”+g”_1) e’ cosx + (—2”_126‘+4) e’ sinx.

b) Siu =1y v = —1entonces y(x) = e *. Porlo tanto lim y(x) =0.
X—> 00
4.22
y(t) = ‘—lle’ — }‘e” — %sint
4.24

En cada uno de los incisos, se demostrard que la funcién propuesta es una solucién del problema lineal. Sea
A una matriz de 2 x 2. El polinomio caracteristico de A es

pa(h) =A% — tr(A)A + det(A).
Por el teorema de Cayley-Hamilton, se cumple la siguiente igualdad
pa(A) = A2 — tr(A)A + det(A)I = 0.

a) Si A tiene dos valores propios reales y distintos Ag, A, entonces el polinomio caracteristico se puede
escribir como:
pPA(R) = (A = A — A2).

Esto implica que
(A—MID(A—20)=0.

Por tanto, si definimos

M| = A — Al
1= —?»2( 21)
y
My = A— M),
2= 5 —)»1( 1)
entonces se cumple que M|+ My =1y My My = My My = 0. Ademas, AM| = A M1y AMy = A M>.
Si
X(@t) = [ My + €' M>] xo,
entonces

X(@t) = [ A My + €' 0 Ms ] xo.
Por otra parte,
AX(t) = [MAMy + €' AM ] xo = [eM' A1 My + "2 da Mo ] xo = X (1).
Finalmente, al sustituir t = 0, verificamos que X (0) = [M| + M3] x¢ = xo.
b) Si A tiene un valor propio repetido X, entonces
(A—2AD?=0.

Por tanto, si definimos
M=A—-\I

se cumple que AM =AMy M + Al = A.Si

X(t) =M [I + tM] xo,



entonces )
X(t) =M [M + MM + M]xg = e [A + At M] xo.

Por otra parte,
AX (1) =M [A+1AM]xo = € [A + At M] xg.

Finalmente, al sustituir ¢ = 0, verificamos que X (0) = xg.

Si A tiene un par valores propios complejos conjugados o + Bi entonces el polinomio caracteristico se
puede escribir como:

pad) = (A —a)? + 2.

Esto implica que
(A—aD)?>+ B*1 =0.

Por tanto, si definimos M = A — «I, tendriamos que M? = —ﬂzl y por tanto, AM = oM — ,321. Si

‘ sin Bt
X(t) =€ [cosﬂtl—f— 5 M]xo,

entonces
. at sin Bt 5
X(@) =¢ |:c0s,3t(ozI~I—M)+T(on—,3 I):|x0,

in St
=¥ [cos Bt A+ %AM} X0,

Esto implica que X (1) = A X (¢). Finalmente, al sustituir 7 = 0, verificamos que X (0) = xp.



