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9.1

Sean A y B dos subconjuntos convexos de R":

b) Sea A+ B ={a+b:a € Ayb € Blyseanx,y € A+ B.Setieneque x = a1 +b1y
y =ax+byconaj,ay € Ay by,by € B. Como Ay B son convexos entonces YA € (0, 1)
se tiene que Aa; + (1 — X)ax € Ay Ab1 + (1 — A)by € B. Por lo tanto Ax + (1 — A)y =
Mai + b)) + (1 — M) (ax + by) = [ha; + (1 — Vaz] + [Ab1 + (1 — A)by] € A + B. Por lo tanto
A + B es convexo.

c) Seak e R ykA ={ka :a € A} yseanx,y € kA. Entonces, x = ka; y y = kay conaj,ax € A.
Como A es convexo entonces YA € (0, 1) se tiene que Aa; + (1 — A)ax € A. Por lo tanto,
Ax + (1 — X))y = rka; + (1 — Mkar = k(hay + (1 — A)az) € kA. Por lo tanto kA es convexo.

9.2

Sea X C R" un conjunto convexo y sean f, g : X — R dos funciones céncavas y o € R.

a) Como f es concava, entonces VA € (0,1) y Vx1,X> € X, se tiene que f(Ax; + (1 — A)xp) >
Af(x1) 4+ (1 — 1) f(x2). Sia > 0entonces af (Ax] + (1 — A)x2) > a(Af(x1) + (1 — 1) f(x2)) =
Mof(x1)) + (1 — A)(ef (x2)). Por lo tanto «.f es concava.

b) Como f es cOncava, entonces VA € (0,1) y Vx|, X2 € X, se tiene que f(Ax; + (I — A)xp)
Af(x1) + (1 —X) f(x2). Si o < 0 entonces

v

af (Axp + (1 —)x2) < a(@f(x) + (1 —24) f(x2))
= Meaf(xD) + (1 = M (af (x2)).

Por lo tanto «f es convexa.

¢) Como f y g son concavas, entonces VA € (0, 1) y VX, xp € X, se tiene que f(Ax; + (1 — A)xp) >
AfxD)+ A =2 f(x2) vy ghxi+ (1 —21)x2) > Ag(x1) + (1 —A)g(x2). Entonces f(Ax; +
(1 =M)x2) + g(x1 + (1 —A)x2) > [Af(x1) + (1 — A1) f(x2)] + [Ag(x1) + (1 — A)g(x2)]. Por lo
tanto (f +g)(Ax1 + (1 —A)x2) > A(f +2)(x1) + (1 — ) (f + g)(x2). Es decir, f + g es concava.



d) Como f es concava, entonces YA € (0,1) y Vx1,X» € X, se tiene que g(Ax; + (1 — A)xp) >
Ag(x1) + (1 — X)g(x2). Como & es creciente y concava entonces

(hog)(Ax1 + (1 = )x2) = h(g(Ax; + (1 — A)x2))
= h(g(x) + (1 —2)gx2) = Ah(g(x1)) + (1 — A)h(g(x2))
= A(hog)(x1) + (1 —1)(h o g)(x2).

Por lo tanto (h o g) es concava.

9.3

a) Convexo. b) No convexo. ¢) Convexo.

94

a) Dado k > 0, el contorno superior CSy(k) = {(x, y) € Rﬁ : xy > k} es un conjunto convexo, por lo
tanto f es cuasi concava.

b) Como f es doblemente diferenciable podemos usar su matriz hessiana H = g ; ) Como

fox = fyy =2 >0y |H| =0, entonces H es positiva semidefinida. Por lo tanto, f es convexa.

¢) Como f es doblemente diferenciable podemos usar su matriz hessiana H = 3 g . Como

Jox = fyy =2 >0y |H| =4 > 0, entonces H es positiva definida. Por lo tanto, f es
estrictamente convexa.

9.5

f es una funcién céncava paraa <0y b <0

9.6

a) Si el dominio de la funcion se restringe a Ri 4> entonces como g(x, y) = xy es cuasi concava'y log x
es estrictamente creciente, f(x,y) = logxy es cuasicéncava. Si el dominio incluye x,y < 0
entonces el dominio no es convexo.

b) f escéncava.

¢) f esconvexa.

9.7

g(x) = log ([Tiey x%) = Yj @log(xg). Como g es doblemente diferenciable en su dominio
podemos considerar a su matriz hessiana

_ 9
2 0
_a
H= 0 x5
0 0 -7



Como —H es positiva definida, entonces H es negativa definida y g es estrictamente céncava.

9.8

n o . o . . 4 .
Sea h(x) = exp(g(x)) = H’?=1 x;" . En el gjercicio ante.rlor se demostrd que g es estrictamente
concava. Dado que exp(x) es creciente, entonces f o g es cuasi concava.

9.9

a) Seana = ﬁ yb= %. E~nt0nces f@=f (%) = (%) f(a)ﬁ_:; = 1. De manera similar,
f(b) = 1. Porlo tanto, a.b € CSy(1).

b) Sea u = %. Como A, (1 — A), f(b), f(a) > 0, entonces n > 0. Por otra parte, como

(1 —=x)f(a) > 0, entonces Af(b) < Af(b)+ (1 —A)f(a). Porlotanto u = (l_k))‘f(b)

Fargm < L
Entonces u € (0, 1).

¢) Comoa,b e CS¢(1), n € (0,1) y CSy(1) es convexo, entonces (1 — p)a + ub e CS¢(1). Por lo
tanto f((1 — p)a + ub) > 1.

d) De la definicién de u se tiene que

Af (b) I-»f(@)

(Il-w=1- = .
(I—Df@+Af0) (1= 1) f @) +Arf(b)

Entonces

1 < £((1 — wa+ ub)

(@) () (=) (7))
(I=Mf@+rfb)/)\ f@ (I =W f@+Arfd) /) \fb)

—f< (I1—-xa+rb )_ f({(1 —A)a+ Ab)
S \d=nf@+armd) A= f@+Arfb)
Por lo tanto f((1 —A)a+ Ab) > (1 — A) f(a) + Af(b). Es decir, f es concava.

9.10

En el ejercicio 9.8 se mostré que f(x) = []i_, x,‘f" es cuasiconcava. Ademds, para x € R},
f(x) > 0.Si Y }[_,o = 1, entonces f es homogénea de grado 1. Por lo tanto, por el resultado del
ejercicio 9.9 se tiene que f es concava. Si 0 < Y j_; o < 1, entonces la funcién se obtiene como

1
una transformacién céncava y creciente de la funcion g(x) = ([T/=, x*)? con B = Y }_, ok, que es
céncava pues % ZZ: 1 ok = 1; por lo tanto, f(x) es también concava.

9.11

a) Si A > 0 entonces

WOX) = (81())? + 820x2)° + ... + 8y (hx)?) 7

D=

1
= (Ap (81xf + Szxzp 4.4+ (Snx,’f))f’ =A (81xf + 82x§ 4+ ..+ 5,1x,’1’)
= Aw(Ax1, Ax2, ..., Axp).



b) Supongamos que Y ;_; §; = 1. Entonces,

n i n i
. P BT P
gl_r)r}) (E 1 (Skxk> = gl_r)% exp | log < E 6kxk>
1=

i=1

1 n
= lim exp [ — log sxl ).
Tenemos que

1 “ 1 T Skl
lim (—log (3 8 ) | = tim (&= 2%%) (i1 88) ) _ jyy £
=0\ p P p—0 P =0 g(p)

n
en donde f(p) = log (Z Skx,f) , ¥y g(p) = p. Usando el teorema de L’Hopital
i=1

_f)
lim =l -
p—0 g(p)  p—0 g (p)
Z?:l Skx,f log xi
Z:’:l (3]()6;: Z?:l Ok IOg Xk

p—0 1 im0k

n
= Z 81 log xy.
i=1

De esta forma, como la funcién exponencial es continua, se tiene:

g (X, 3 "
lim [exp [ —=E=L "6 ) ) = lim [ ex 8k log xx

n n
=exp (log (1_[ x,f")) = Hx,f".
i=1 i=1

¢) Sip = 1 entonces w(x) = Y 7| SxX.

d) La matriz hessiana de g(x) es

Sip(p — x ™2 0 o 0
0 Sap(p— X% .. 0

0 0 8up(p = Dl
Por lo tanto, si p € (0, 1), H es negativa definida y g es concava.

e) wkx) = g(x)%, por lo tanto como g es céncava, entonces w es cuasi concava. Como ademads es
positiva y homogénea de grado 1, por el teorema demostrado en el ejercicio 9.9, w es también
concava. Ademds cuando p = 1 es lineal y por lo tanto céncava. En general, si p € (0, 1],
entonces w es concava.



9.12

Se definen a = ﬁ yb = %. Como f es homogénea de grado 1 se tiene que f (@) = f(b) = 1
y, por lo tanto, Zz,l; € Cly(1). Paraa,b € X ypara A € (0, 1) se define

o 1S ()
(I =2 f@) +Arf(b)
y se muestra (como en el ejercicio 9.9) que 0 < u < 1. Como la funcién es cuasi convexa, CIy(1) es

convexo y por lo tanto f((1 — p)a + wb) < 1. Finalmente, substituyendo con w, a 'y b y utilizando la
homogeneidad de f resulta que

A= f@+rfb) = f((1—-1a+2rb).

Es decir, f es convexa.
Sea w una funcién CES. Cuando p > 1 se tiene que w es cuasi convexa (ver ejercicio 9.11), como
ademads es homogénea de grado 1 y positiva, es necesariamente convexa.

9.13

a) Seana < z1 <z3 <byzy = Az1 + (1 —X)zz con A € (0, 1); entonces, f(z2) > Af(z1) + (1 —
A) f(z3). Ademds se tiene que si A = 2=2 y (1 — 1) = ZZ_Z: se cumple:

73—71 73—
f(z2) = Af(z2) + (1 = 1) f(z2)
=BT )+ 2T p ) = af @) + (= ) f(23)
3 — 21 73 — <11
=872 )+ 270 p ).
3 — 21 i3 — <11

Multiplicando por (z3 — z1) > 0 y reacomodando términos se obtiene que

(z3 —22)(f(z2) — f(z1) = (=2 — 21)(f(z3) — f(22)),

es decir,

f(z2) = f(z1) - f(z3) — f(z2)

2 — 11 3 — 22

b) Dado que los nimeros reales forman un campo completo, siempre se puede encontrar un niimero
real entre dos niimeros reales distintos. Por lo tanto, para cualquier x € (a, b), se pueden elegir
r,s,t,utalesquea <r <s<x <t<u<bhb.

¢) Eligiendo r, s, t, u como en el inciso b y usando el resultado del inciso a) se tiene que

[ = f) [ = [ fO) = f)

s—r x—s y—x
Zf(t)—f(y) Zf(u)—f(t)'
t—y u—t

fO=F @) _ fw-r0
ey = s

Por lo tanto, si definimos las constantes C; y C comoro C; = P

obtiene que para todo y € (x, t) se tiene que

c > fO) = fx) e
y—x



d) lim Ci(y—x) = lim (f(y)— f(x)) = lim Ca(y —x). Como
y—>xt y—>xt

y—>xt

lim+ Ci(y—x)=

y—x

lim Cy(y —
Jim, 2(y

x) = 0, entonces 1im+(f(y) — f(x)) = 0. Esto implica que lim+ f(y) = lim f(x) = f(x).
y—>x y—>x y—>xt

Andlogamente se puede demostrar que lim f(y) = f(x). Por lo tanto lim f(y) = f(x), es
y—=>x— y—>x

decir, f es una funcién continua en (a, b).

9.14

Como f es clase C2, podemos escribir su mejor aproximacién de segundo orden como: f(y) ~

FO+G=0TV®+ 506 -0TH R - %),
f es concava si y solo si

1
fO+G-0'VI®>fO~f®+F-x"VIx+ 50 - )T Hf ®)(y — x).

Entonces f es concava siy s6lo si paratodoy, x € X se tiene que %(y —x)THf (x)(y —x) < 0. Es decir,

siy sélo si Hf es negativa semidefinida.

Si Hf es negativa definida, entonces para todo y, X € X se tiene que %(y - xTHfx)(y—x) <0,

y por lo tanto

1
fO+F-x'VI® > f@)+ -0V X+ S0 - X)THfX)(y — %) ~ f(y).

Por lo tanto, f es estrictamente céncava.

De forma andloga se muestra que f es convexa siy solo si H f es positivo semidefinido y que si H f

es positiva definida entonces f es estrictamente convexa.

9.15

Sea x* = (x*, y*) la solucién del problema con Vg (x*) # 0, entonces g,(x*) # 0y, por el teorema

de la funcién implicita, en una vecindad de x*, y es una funcién diferenciable de x y

Entonces, el problema se puede reescribir como

max F(x) = f(x, y(x))

y la condicién de primer orden es

dF v (x*
T = S+ 60 (—g x )) 0
X

8y (x*)
Es decir,
£O) _ f00)
8x (X*) gy (x*) ’

Se define
2 — S (X¥) _ Sy (X¥)

Coa(x¥) gy (x®)’

Por lo que la condicién de primer orden equivale a: V f (x*) = AVg(x*).

= &

g,\'.



9.16

a) Por el lema de Shepard % = x;'.‘ > 0. Por lo tanto C es creciente en w; paracada j = 1,2, ..., n.

1

Entonces, w! > w2 implica que C(wh, q) > C(Wz, q)-

b) C(w,g) = min{w-x :f(x) = g}, C(tw, g) = min{rw - X : f(X) = g} = t min{w - X : f(x) = ¢}. Por
lo tanto, el vector de insumos dptimo x*(fw, ¢) es igual a x*(w, ¢) (la intuicién es que los precios
relativos de los insumos no cambian). Por lo tanto:

C(tw,q) =tw-X"(tw, q) = tw-x"(w, g) = tC(w, q).
¢) Seaw = Aw! + (1 —21)w2. Los vectores 6ptimos de insumos para w! y w2 son x*(w!, ) y x* w2, q),
respectivamente, de manera que se cumple:
Cw,q)=w -x*(W,q) <w -x*(w,q), i =1,2.
Por lo tanto
C(w,q) = COW' + (1 — 1w, q)
=Aw' X" (W, q) + (1 — D)W? - X*(W, q)
>awl x*w!, g) + (1 — Hw? - x* (W2, ¢)
=ACW', q) + (1 = NCW, ).

La ultima igualdad se cumple en virtud del inciso anterior.

9.17

a) El maximo fmax ocurre en (x*, y*) = (16000, 64000). Ademas fmax = 50(16000) 2 (64000)2 = 2.
5905 x 10'3

b) La distancia minima dpj, ocurre en los puntos P; =

dmin = V2.2

¢) El maximo fiax ocurre en (x*, y*) = (0, 4) con fiax = In20.

()= (0

. Adema
NGW \/1.1> emas

d) El minimo fpi, ocurre en (x*, y*) = (5, 5) con fimin = 50.

e) El maximo fiax ocurre en (x*, y*, z*) = (1, 2, 1) con finax = 2.

9.18

a) El lagrangiano es
1 1
L(x,y, 1,22, A) = glogx~|—glogy—)q(3x—|-y—A)—)Q(x—i-y—40)

Las condiciones de Kuhn Tucker estdn dadas por:

3x X

1 1
Li=——-31—-—X<0, x>0, (3——3)»1—)»2))6:0,

1 1
Ly=——A1 —A2 <0, 0, [——A1—2 =0,
y 3y 1 2=0, > (3y 1 2>y
3x+y—A<0, A2 >0, ABx+y—A)=0,

x+y—40<0, A >0, Ax(x+y—40)=0



El ingreso se tiene que restringir al intervalo (40, 120) porque si A < 40 entonces la segunda
restriccion serd inttil. De forma similar, si A > 120, entonces la primera restriccion del problema
serd indtil.

b) Si A € (40, 60), entonces x* = LA, y* = 1A, A7 = 2,15 = 0.

©) Si A € [60,80], entonces x* = A =20, y* = 60 — 34,37 = } (kg — s ) 45 =
1 3 1

3 (120—A o A—40)'

d) Si A € (80, 120), entonces x* = y* = 20, A] =0, A5 = &.

9.19

La funcion valor es
* 1 *
V(A) = = logx™ + 3 logy™ =

‘C(-X*s y*3 )"*s )‘;’ A) =

W] = W =

1
log x* + 3 log y* — A73x™ + y* — A) — A3 (x™* + y* — 40).

El teorema de la envolvente dice que
V/(A) =A%

Ahora bien, para los tres casos del problema anterior tenemos:

a) Si A € (40, 60), entonces

1 L1 | 1 1 1
V(A):glogx +§logy =§log EA +§10g EA ,

2
V/(A) = — = AL

3A
b) Si A € [60, 80], entonces
V(A)—llo Ly 20 —i—llo 60— 1A
BERGAY 3 °8 A
V’(A)—l 1 1 _
“3\Aa-40 120-4) 7V

c¢) Si A € (80, 120), entonces

1 1
V(A) = §10g20 + 3 log 20,

V/(A) =0=21%

9.20

a) Elevar al cuadrado es una transformacién creciente de manera que el vector (x*, y*, z*, w*) que
minimiza la distancia es el mismo que minimiza la distancia al cuadrado. La funcién valor definida
V () representa (el cuadrado) de la distancia minima entre la pardbola y = x> y la recta y =
ax — 1 para un valor dado de la pendiente «.



b) El

¢) La

d)

9.21

El

lagrangiano del problema es

L0y, z,w, A, A2,@) = (x — 22+ ((p — w)? — Ai(—ax +y + 1) — A (w — 2%)

funcion valor es
0 si || >2
Vi) = s\
2
(mm si larl <

. 0 si a| >2
Via) = 4—a? a6+ad)\ .
(_2(1+a2)) (4(1+a2)> i fer| <2
Geométricamente, la recta es tangente a la pardbola si || = 2 y secante si |«| > 2. En ambos
casos la distancia minima es = 0 y se tiene que

2
at+a?—4 (a:l:«/(xz—4> M =0
2 ’ 2 L

",y = (" w") =

Si |x| < 2, entonces la pardbola y la recta no se cortan. La distancia minima de la pardbola
a la recta sucede en el punto (z*, w*) en el cual se cumple que la tangente a la pardbola tiene
una pendiente igual a «. El problema puede resolverse explicitamente utilizando el lagrangiano
obteniendo:

41 +a?)’ 41 +a?)

2
P
(z,w)—<2,4>,

" 4—a? N 4 —a?
)\. = — ,)\,2:
! 2(1 +a?) 2(1 4+ a?)

2 2 2
(x*7y*)=<a<6+a> o (6+a>_1>

si || < 2.

0 si|o| >2
Aix* si o] <2

Vi) = {

y se verifica el teorema de la envolvente.

lagrangiano del problemaes L(x, g, A; w, p) = (pg—wx)—X (f (x) — ¢). Lafuncién de méxima

ganancia es la funcién valor. Por el teorema de la envolvente

3T i, i . .
8_(w9p)=_(-x (wsp)sq (wsp)s)" (wsp)):q (va)
P ap

a1l L, . . .
o (w, p) = — & (w, p),q" (w, p), A" (w, p)) = —x"(w, p).
w ow



9.22

El lagrangiano del problema es £(x, A; p, U) = p’x — A (U(x) — U). La funcién de gasto es la
funcioén valor. Por el teorema de la envolvente
0E

> L h = * = h 7
— @ U)=—&"(p.U),2 (P U) =x;pU).
ap; ap;j

9.23

(D1) En el 6ptimo del problema de minimizacién de gasto se cumple la restriccion
UG"(p, V(p.m))) = V(p,m) = UGx*(p,m)).

Si U es mon6tona creciente y concava entonces es también invertible y es posible cancelar U de
ambos lados de la igualdad. Por lo tanto x" (p, V(p, m)) = x*(p, m).

(D2) En el 6ptimo del problema de maximizacién de utilidad se cumple la restricciéon
Pl @ E(.U) = E(p.U) = p'x" (0. 0).
Como esto vale para p arbitraria, entonces x*(p, E (p, 0)) = xh p, U).
(D3) Por el inciso anterior y porque se cumple la restriccién de Hicks se tiene que
V. E@.0) =UG* @, E(@. 0)) =UG"(p, 0) = U.
(D4) Por el inciso anterior y porque se cumple la restricciéon de Marshall se tiene que

E(,V(p,m) = pTx"(p, V(p,m)) = pTx*(p, m) = m.

9.24

_ am — Bm
a) x(p,m) = 5, y(p,m) = -

3
b v () (2) o]

0 E@.0)=(2) (3)" .

@) .0 = (52)" 0 . 0) = (E2)" e
9.25

_1 1

Py o

a) x(p,m) = m—r 7, y(p,m) = m—r .
Pl +py P +p,

b) V(p,m):m|:pf_]+p2'_]:| )
) E(p, U)=U[pf‘ +p2”} :
1

iy 50 [ 7 e iy = G2 [0 4 0|
& xp.0) = Up] [1’1" + P} } . 0)=Up;” [Pl "] } '

10



9.26

Se tiene que x*(p, E (p, 0)) = xh(p, U). Entonces

axf Oxf 9E  ox

l

dpj ~ dm dp;  op;’
Por el lema de Shepard % = xj.’, y como

U=Vp,m),m=Ep,U)yxip, Ve, m)=xip m),

entonces

* * h
0x; L 0% _ 0x;

opj T om " ap;’

9.27

a) No es convexo.

b) Un elefante dentro de una boa. En serio...

11



