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10.1

a. Veamos que [x|; = Y7, |z;| cumple las propiedades de una norma:

(i) Vi = 1,2,...,n se tiene que |z;| > 0. Por lo tanto, >, |z;| > 0. Entonces

1%l = 0.
(i) |zi] = 0 siy s6lo si x; = 0. Por lo tanto, > -, |z;| = 0 siy sélo si x = 0.
Entonces ||x[|; = 0 si y sélo si x = 0.
(i) [lexlly =320y lew| = 300y fel |l = lel 225y il = lef %[l
() lIx+ylly =300 o+ vl < 300 (il + lyal) = 300l + 300 [wil = Il +
Iyl
b. Se quiere demostrar que x|, = sup{|z;|,i=1,2,...,n} es una norma.

(i) Vi = 1,2,...,n se tiene que |z;| > 0. Por lo tanto sup{|z;|} > 0. Entonces
1%[loe =0
(ii) ||x||oc = 0 si y sdlo si sup{|z;|} = 0. Esto se cumple si y sélo si se tiene que
Vi=1,2,...,n,|z;| = 0. Esto se cumple siempre y cuando z; = 0Vi =1,2,...,n.
Es decir, ||x||oc =0 siy sélo si x = 0.
(iii) llex[loo = sup{|exi|} = sup{le| [zi|} = |c[ sup{lail} = [e] [Ix]-

(iv) (1% +ylloo = sup{|z: + yil} < sup{la| + [yil} < sup{|zi|} +sup{lyil} =[xl +
13 [loo-

10.2

1

Se demuestra que | f||, = {ff |f(t)|pdt}; para p = 1,2 es una norma.

a. La integral de una funcién no negativa es un nimero no negativo. Por lo tanto,
1Fllp =0

b. La integral de una funcién no negativa es igual a 0 si y sélo si la funcion es igual a 0
en todos sus puntos. Por lo tanto || f||, = 0 si y solo si f = 0.



c. llefl = { [ ler@par}” = {iel [P 11@pat}” = (el 1

d. Si p =1 entonces
b b
1F + glls = / F(0) + g(t)]dt < / (£ + g(t) )t

b b
- / FO)ldt + / l9(t)ldt = 17111 + llglh-

Si p = 2 entonces

b b b
1+ gll2 = / (IF + gl)2dt < / (171 + |g])2dt = / (F[2 + 21 fllgl + |gf?) dt

a

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que

|< / fgdt>‘ < [ista [P
|</ fgdt> W 7] dt\// ol dr.
De aqui se tiene que

b b b b b
[+ 20009l +19P) at < / flRdt+ / |g|2dt+2¢ / |f|2dt\/ [ 1oar
\/ / |f|2dt+\/ / g|2dt) (Flz + llgll2)?

If + gl < 1£ll2 + llgll2-

o bien

Por lo tanto

10.3

a. Sea V ={f:[0,1] — R|f es continua } Por demostrar que V es un espacio vectorial
sobre R.

(i) Sean f,g € V. Como f,g son continuas en [0, 1], entonces f + ¢ es continua en
[0,1]. Por lo tanto (f +g) € V.

(ii) Sean f,g,h € V. Como la suma de funciones es asociativa (f+g)+h = f+(g+h).
(iii) f(z) =0 es continua en [0,1]. Por lo tanto f(z) =0¢€ V.

(iv) Sea f € V. Como f es continua en [0, 1], entonces — f es continua en [0,1]. Por
lo tanto —f € V. Ademés f + (—f) =0.

(v) Sean f,g € V. Como la suma de funciones es conmutativa f + g =g+ f.



(vi) Sea f € V y sea a € R. Como f es continua en [0, 1], entonces o f es continua
en [0,1]. Por lo tanto af € V.

(vii) Sean f,g € V y sea a € R. Claramente «a(f + g) = af + ag.
(viii) Sea f € V y sean «, 8 € R. Claramente (a+ 8)f = af + 5f.
(ix) Sea f € V y sean o, 8 € R. Claramente a(8f) = (af)f.

b. Dos ejemplos de funcionales lineales sobre V son: Ji[f] = fol f@®)dt y Jo[f] = f(0).

c. Dos ejemplos de funcionales no lineales sobre V son: Ji[f] = fol f2()dt y Jo[f] =

[fol f(t)dt] :

10.4
a. z(t) = —1t 4+ 20. Por lo tanto J[z] = —5.
b. z(t) = 9t + 10. Por lo tanto J[z] = —10710.

c. z(t) =13+ 4t + 1. Por lo tanto J[z] = 122,

d. z(t) = % + 4t + 1. Por lo tanto J[z] = 154.

e. z(t) =t. Por lo tanto J[z] = §.

f. 2(t) = 14ty y(t) = 2t + 2. Por lo tanto J[z] = L27 + €10

g z(t) = y(t) = =L (e! —e~t). Por lo tanto J]z,y] = 2&=< ).

e2 —e e2 —e

h. z(t) = ¢. Por lo tanto J[z] = 1.

10.5

z(t) = (A+ 2B+ Ct)e! + (D —2E + Et)e !, y(t) = (A+ Bt)e' + (d + Et)e "

10.6

10.7

a. z(t) = 4. Como f es convexa en (z, %), entonces se trata de un minimo.

b. z(t) = —-t+4o0xz(t)=t+4,y T =1. Como f es convexa en (z, ), entonces se trata
de un minimo.



10.8

a. z(t) = 1t* —t + 1. Como f es convexa en (z, &), entonces se trata de un minimo.

b. z(t) = itQ — 4ty T = 16. Como f es convexa en (z,4), entonces se trata de un
minimo.

10.9

Sustituyendo K (t) y K () en la condicién de transversalidad se tiene

7‘1T TQT)2

0= lim e ** [a (mrle + Korge

T—00

+ A (me”T + koe™T + Kp) - B (me”T + Kkoe™T + Kp)Q]

:%Eo(e(QTl*p)Tmf [ar% - B] + 6(2T27P)T/€§ [ar% - B]

+ e(7'1+7'2—P)T2K1K2 [047”1’1”2 _ B] + 6(7'1—P)T,i1 [A _ 2BKp]
+ 6(T27P)T[{2 [A — QBKP] + BipT [AKp - BK;] )

Para que dicho limite converja es necesario que desaparezcan los términos divergentes
e(2ri=nT y (r=p)T Fgto se logra haciendo k1 = 0.

10.10
2(t) =Y y T =+2N.

10.11
a. z(t) = [gco — (1jp2)} et + (1fp2) e—Pt.

b. H = ( _01 0 ) De donde |H| =1 > 0. Por lo tanto, f es céncava en (z, 1), es

-1
decir que se trata de un maximo.

c. Si, siempre que p > 0.

10.12
La trayectoria éptima de consumo es ¢(t) = (rcl +w+ %) - (pgr) t. Para verificar las

condiciones de segundo orden se tiene que

e _ﬁ2,r.267pt67,8c _BQ,,,efptefﬁc
- 7&27,67/)156765 762€7ptefﬁc

es negativa semidefinida. Por lo tanto, f es céncava y la trayectoria es un maximo.



10.13

a. c(t) = kopeA=0=Pt v k(t) = kgeA0P)t con A —§ — p < 0. Las condiciones
de transversalidad son

lim —e "t =0,
t—oo C

k
lim <1ogc + > e Pt =0.
t—o0 C

b. El sistema de ecuaciones resultante es el siguiente sistema lineal:

()= (0" ) ()

ﬁ c(t)

ﬁ,

v

)
k(t)

c. Como el sistema es lineal, el tinico punto de equilibrio es ( 8 ) Como el determi-
nante del sistema es negativo se trata de un punto silla.
d. La variedad estable W* es la recta ¢ = pk. Debido a las condiciones de transversalidad,

cualquier condicién inicial tal que ¢y = pkg llevara al sistema al punto ( e ) =

( 8 )a lo largo de W*.

10.14
La funcién f(z, &) no depende explicitamente de ¢ y x(t) es solucién de
d
x — ;] = 0
fo= 5 f.

ConsiderarH (z, &) = f — 4 f;. Entonces
dH . . . (d . . d
E = fmx+f9bx7x <dtfz> 7$fi =T (fz - dtfm) =0.

Por lo tanto, H es una constante.



10.15
Se tienef () = x?(x — 1)? + @2, Por el ejercicio anterior:

H(z,7) = 2*(x — 1)* + * — 20% = 2%(x — 1)® — 2% = cte.
La condicién de transversalidad

lim (f —@fi)i=r = 0= lim H(z,&)=r

T—o0 T—o0

implica que la constante cte = 0. De aqui
23z —1)2 —i? =0

se reescribe como
i? = 2% (x —1)?

o bien,
2

Jb:ix(a:—l):{xg (1)

r—x

Estas son ecuaciones Bernoulli cuya solucién es

1
x(t) = { 1+Aet
1+Ae—t
1

con A = 70— L El diagrama de fase para 1 estd dado por

A .
X

>y

y de él se infiere la dindmica para las condiciones iniciales solicitadas. Se tienen por lo
tanto, dos posibles soluciones:
Lo
bl
2o+ (1 —xp)et

u(t) =

2o
v(t) = .
*) 2o+ (1 —xp)e?
Si xg < 1, se puede ver que u es una funcién definida para todo ¢ > 0 y ademads se cumple
tlim u(t) = 0. Por otro lado, si ¢ > 0, v es una funcién definida para todo ¢ > 0 y ademds
—00




se cumple tlim v(t) = 0. Por lo tanto, la solucién es tnica si g < 0 0 zyp > 1. Resta,
—00

en todo caso, definir cudl es la solucién que nos da un minimo si 0 < zg < 1. Para ello
calculamos la funcién valor. Sea

J[z] :/ [e2(x — 1) + ()7] dt.
0
Entonces, debemos comparar J[u] con J[v], cuando 0 < zy < 1. Notemos que
(i) = u(u — 1)i = u*(u — 1)

Y 2
()" =v(l =)o =v*(v—1)2

Por lo tanto,

Ju] = /000 2u(u—1)a) dt, y J] = /000 [2v(1 — v)D] dt.

Se puede hacer un cambio de variable en ambas integrales y obtener

0
Ju] = / [2u(u —1)] du = %x%(i& — 219),

o] = / 20(1 — v)] dv = % 4 %zg@xo _3).

Comparando ambos valores, se puede ver que si g € (0,1/2], se debe escoger u y si
xo € [1/2,1), se debe escoger v. Por lo tanto, €l valor del minimo es

F3(3 — 2x), x9 < 1/2,
V(!L‘o) = ) .
g+g§8(2)(2$0—3), To 21/2

Una grafica de V' se muestra a continuacion.

A




Por lo tanto, u(c) + v'(¢)(f(k) — ¢ — 0k) es una constante.

b. Por el inciso anterior se tiene que

u(co) + u'(co)(f(ko) — co — dko)
— () + () (R — * — 5k7).

Sin embargo, la condicién de transversalidad (si p = 0) nos dice que

s / R S
tlggou(c)—O—u(c).

De esta forma se obtiene

u(co) +u'(co)(f(ko) — co — dko) = u(c"),

M +co = f(ko) — Sko.
w'(co)

c. W#(k*,c*) consiste del conjunto de condiciones iniciales (kg, cp) tales que

lim (k(t),c(t)) = (K%, c*),

t—o0

de manera que se trata de aquellas que cumplen la relacién del inciso anterior.



