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12.1

u∗(t) = c1et + c2e−t ,

v∗(t) = x∗(t) = c1et − c2e−t + c3,

y∗(t) = c1et + c2e−t + c3t + c4.

12.2
El problema se plantea como:

min

1∫

0

√
1+ u2dt

sujeto a

ẋ = u,

ẏ = x,

x(0) = 1, x(1) = 2, y(0) = 0, y(1) = A,

en donde se define y(t) como

y(t) =
t∫

0

xdτ.

La curva de longitud mínima es x(t) = − 1
c1

√
1− (c1t − c2)

2 + c3. Las constantes se obtienen con las

condiciones x(0) = 1, x(1) = 2 y
∫ 1

0 x(t)dt = A.

12.3

u∗(t) = c1t + c2,

x∗(t) = c1

2
t2 + c2t + A

T
− T 2c1

6
− T c2

2
,

y∗(t) = c1

6
t3 + c2

2
t2 +

(
A
T
− T 2c1

6
− T c2

2

)
t.
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12.4
La tasa de extracción óptima es Q(t) = ρ

γ
Se−

ρ
γ

t y las reservas restantes son x(t) = Se−
ρ
γ

t .

12.5
Q y x son tales que,

c′(Q) = P − Aert ,

ẋ = −Q,

x(0) = S, lim
t→∞x(t) = 0,

en donde A es una constante por determinar a partir de las condiciones de transversalidad.

12.6
a) El problema puede verse como un problema con un control I, un estado K , la restricción Imin ≤

I ≤ Imax. El hamiltoniano asociado (en tiempo corriente) es

H = 1
α

K α − q I + λ(I − δK )

y las condiciones de primer orden, tomando en cuenta que I aparece en forma lineal, son

I =
{

Imin si λ < q
Imax si λ > q

λ̇ = −HK + λr = −K α−1 + λδ + λr,

K̇ = Hλ = I − δK ,

Analizando la relación entre λ y q tenemos los siguientes casos:

1. λ < q ⇒ I ∗ = Imin y se tiene

K̇ = Imin − δK , λ̇ = λ(r + δ)− K α−1. (1)

2. λ = q ⇒ I ∗ ∈ [Imin, Imax] de manera que

K̇ = I − δK , λ̇ = λ(r + δ)− K α−1. (2)

3. λ > q ⇒ I ∗ = Imaxy se cumple

K̇ = Imax − δK , λ̇ = λ(r + δ)− K α−1. (3)

b) La figura es escencialmente la misma que la del ejemplo 12.3.1, alrededor del punto fijo:

(K ∗, λ∗) =
(

[q(r + δ)] 1
α−1 , q

)
.

Si K0 < K ∗, entonces λ > q y por lo tanto de 3 se resuelve para K :

K (t) =
(

K0 −
Imax

δ

)
e−δt + Imax

δ
.
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K = 0
.

.
λ = 0

K
K*

λ

λ* = q

Imin/δ Imax/δ

El tiempo terminal T ∗ es tal que

K ∗ =
(

K0 −
Imax

δ

)
e−δT ∗ + Imax

δ
,

es decir,

T ∗ = 1
δ

ln



(

K0 − Imax
δ

)
(

K ∗ − Imax
δ

)

 .

Analogamente, si K0 > K ∗, entonces λ < q y se tiene que

K (t) =
(

K0 −
Imin

δ

)
e−δt + Imin

δ
,

con lo cual

T ∗ = 1
δ

ln



(

K0 − Imin
δ

)
(

K ∗ − Imin
δ

)

 .

12.7
a) Sean u∗, x∗, λ∗ óptimos. Éstos cumplen las condiciones necesarias de primer orden dadas por:

u =
{

0 si 4− t + λ < 0
2 si 4− t + λ > 0 ,

u ∈ [0, 2] si 4− t + λ = 0,

λ̇ = µ,
ẋ = u,

µ ≥ 0, x − t − 1 ≤ 0, µ(x − t − 1) = 0,
x(0) = 0, x(3) = 3.
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En t = 0 se tiene que

x(0) = 0 H⇒ x(0)− 0− 1 = −1 < 0 H⇒ µ(0) = 0

y por lo tanto, la condición λ̇ = µ implica que λ es inicialmente constante, digamos en un intervalo
[0, t1] con t1 > 0. Si inicialmente u(0) < 2, la constante λ = λ(0) cumpliría

4− 0+ λ(0) ≤ 0,
λ(0) ≤ −4.

y λ tendría una discontinuidad en t1. De aquí que se tenga que en t = 0 se cumple u(0) = 2 y
x(t) = 2t. En t = 1 se tiene

2 = x(1),
x(1)− 1− 1 = 0,

activándose así la restricción, de esta forma en el intervalo 0 ≤ t < 1:

u(t) = 2, x(t) = 2t.

b) En algún intervalo [1, t2), 1 < t2 < 3, la restricción sigue activa y por lo tanto x(t) = t + 1.
Asimismo,

x(2) = 3 = x(3)

de forma que t2 = 2 y como ẋ = u ≥ 0 deben cumplirse

u(t) = 0, x(t) = 3
si 2 ≤ t ≤ 3.

c) En t = 1 se cumple

ẋ(1−) = 2,

ẋ(1+) = 1,

de manera que u cambia su valor a u = 1 en [1, 2) y se tiene un problema de control singular.
Finalmente, se tiene

λ(1+) = 1− 4 = −3.

La continuidad de λ implica que el valor constante de λ en el intervalo [0, 1) también es−3. Como
u = 1 ∈ (0, 2) cuando 1 ≤ t < 2, se tiene que

λ(t) = t − 4 si 1 ≤ t < 2.

Si 2 ≤ t ≤ 3 la restricción se desactiva, una vez más µ = 0 y λ se vuelve constante, misma que
por continuidad debe ser

λ(t) = −2 si 2 ≤ t ≤ 3.

12.8
a) x(t) = −t2 + 3t + 10.

u(t) = −2t + 3.

λ(t) = 4t − 6.

b) x(t) = − 1
2 t2 + T

2 t + 2.

u(t) = −t + T
2 .

λ(t) = 2t − T .

4



t

2

y

1 2 3

y = u(t)

1

d)

t

2

y = t + 1
y

1 2 3

y = x(t)

3

1

4

t

-4

y = t - 4

y

1 2 3

y = (t)λ−3

−2

5


