Soluciones del capitulo 13
Elementos de programacion dinamica

Héctor Lomeli y Beatriz Rumbos

6 de abril de 2011

13.1

T T .. .
a) L= _ofulur,xr) — > 1o Mt1(@ps1 — gr(2k, ug)). Las condiciones de primer
orden son VL = 0. Derivando con respecto a u; se obtiene % = )\tﬂg%i.

Derivando con respecto a x, se obtiene )\, = g—i’z—l—)\tﬂg—%. Derivando con respecto
a los multiplicadores Ay se obtiene zx.1 = gx(uk, T ).

Por el teorema de la envolvente, los multiplicadores se pueden interpretar como
el valor sombra del estado dado por la restriccion xp 1 = gr(uk, zx). En efecto,
definiendo la funcion valor V(zy) = Mg, las condiciones del inciso anterior son
idénticas a las condiciones del teorema 13.2.1.

13.2

600, 511.26,429.04, 353.37, 284.29, 221.86, 166.15, 117.22, 75.15, 39.92,9.98).
88.73,82.22, 75.67,69.08, 62.43, 55.72,48.9,42.07, 35.23,29.94).

x =
y = (
z = (600.00, 531.80, 429.55, 312.55, 202.12, 114.52, 56.06, 23.41, 8.26, 2.45, 0.61).
y = (68.20,102.25, 117.00, 110.43, 87.60, 53.46, 32.64, 15.15, 5.81, 1.84).
x =
y=(

600.00, 301.57, 95.96, 25.65, 6.52, 1.64, 0.41, 0.10, 0.03, 0.01, 0.00).
298.43,205.61, 70.31, 19.13, 4.89, 1.23,0.31, 0.08, 0.02, 0.00).



13.3

a) La condicion de primer orden para la mano de obra es g—i = wy. Significa que se
debe contratar una mano de obra [; tal que su producto marginal sea igual a su
precio unitario wy. La condicion de primer orden para el capital (y la inversion)

OF __ .o . . .
s g =T+ 0. Significa que se debe invertir para mantener un capital k; tal que

su producto marginal sea igual a su precio unitario r mas su depreciacion 9.

13.4

Sea r; = Zfzt ug. El problema puede reescribirse como max ZtT:o wyu? sujeto a
Ty = Ty —up con g = C'y xpy; = 0. Usando las ecuaciones de Euler (13.15),
se obtiene que w; w1 = w,aw; y esto implica que existe una constante ¢ tal que
u; = (/wy. El valor de ¢ se ajusta para que se cumpla Z;‘on ug = C'. Por lo tanto, la

-1
. T
solucion es u; = (Zk:o ﬁ) %

13.5

_ T i T sipe :
Sea x; = >, _, ug. El problema puede reescribirse como max};_, P sujeto a

g1 = 2y —ug con g = C' 'y xpr; = 0. Usando las ecuaciones de Euler (13.15), se
obtiene que existe una constante ( tal que

DtSt _ Pit+1St+1 _¢
(st 4 ug)? (St41 + Ups1)?

Por tanto, se cumple que u; = (/psS¢ — s¢. El valor de ( se ajusta para que se cumpla
EtTZO uy = C. Por lo tanto, la a solucién es

C T
u = ( + > ko Sk

> o V/PRSE ) vree
k=0

13.6

u'(c) ’ s L4741 —0
St = B ) = ) =



13.7

a) De las ecuaciones de Euler (13.15), se obtiene que ¢;41 = ¢, donde v = [B(1 +
r)]%. De este modo, se obtiene el siguiente sistema dinamico lineal.

wipr \ [ (r+1) —(r+1) Wy
Cty1 0 Y a )
Para poder obtener una solucién al problema de optimizacion, se requiere que el
sistema converja al punto fijo (0,0). Dado que wy esta fijo, esto solo se logra si se
ajusta ¢y de modo que (wy, ¢p) sea un punto en la variedad estable correpondiente.
i

Se tiene, por tanto, que ¢y = ( — m) wg.

b) Del inciso anterios tenemos que el consumo 6ptimo satisface ¢; = ¢ (1 — 17?) wo.
Sustituyendo en el valor presente de la utilidad, se tiene que

Viwo) = 6'ver = (Zml + r>>t> \/ (1 - %) .

t=0

Al simplificar, se obtiene que

o
i-Pin

Otra manera de resolver el problema es suponer que la funcién valor es de la
forma V(wg) = F\/wg y ajustar la constante F' para que se cumpla la ecuacion

de Bellman. Se obtiene que F'=1/4/1 — B2(1 +r).

V(wo) =

¢) ¢ip1 = y¢, donde v = (B(1 + r))ﬁ La funcion valor satisface

wy wy
V(wo) = 0 = 0 .
(-5 @=p)

13.8

a) Resulta ¢; = (1 — af)Aky v kiy1 = oAk, La ecuacion del céapital tiene puntos
fijos ki =0y kj = (ozA)ﬁ. ki es inestable y k es estable. En el largo plazo el
capital tiende a k3.

b) V(ko) =2[In3 +1Ini]+ 2Inky ~ —2.5725.



13.9

a) u(c;) = BRE(U (ciy1))- Entonces C—lt = ﬁRCtil. Por lo tanto ¢, = #ctﬂ =

1 1
(BR)? Cty2 = (BR)SCt—HS = ... (BR) 7 Ct4n-

b) Dot FECk = Dopeo )kct+k S B =Y, B = =g ¢ Por lo tanto

) S fie = Sito e (FRta ) = (FRhac+ ) T e = (Bftar +9) (%) =

d) e = (1-8) (ar + 32) = (1-8) (%) v = (2B D) o = (1= 5550 o,

13.10

El sistema )
B (1 - Ut—1)
B2l —viq) + v

mapea [0, 1] en [0, 1] y tiene un dnico punto fijo v* = Bl(l__ﬂf) Ademas

Uy =

2 _ M
Vpro = B2 (1 — vep1) b <1 52(1_“)+m>
2321 Z ) fo B2(1—vt) )
B2 ( t+1) t+1 52 ( B2(1—- ’Ut)ivt) + ﬂQ(lfvt)f“’t
B2 (6% (1 — ) + v — B2 (1 —vy)) — o il

Vs = Ug.

CREA—w) ru—BA—u)+B (1) Putf -y B
Por tanto, todos los puntos v # v* son de periodo dos.
13.11

a) u'(c;) = BRE(u'(cy1))-
b) ¢iy1 =c — 1_Ta€t + V1

¢) Ci41 = ¢ + Yir1- Entonces el consumo también es una caminata aleatoria.



